Mr Farid Abidi Corrigé : Exercice 22- page 108 - tome 1- 4e maths

Exercice n°22 ( page 108 - tome 1- Manuel 4e Maths) :

f une fonction continue sur [0,1] et dérivable sur ]0,1[ .On suppose que f(0) =1, f(1) =0

2
E 1 ! = - ——
et pour tout x }0, [ f'(x) N

1- Montronsquef est une bijection de[0,1] sur [0,1] .
On a fest continue su [0,1] et f'(x) < 0 donc f est strictement décroissante sur [0, 1] et par suite f

est une bijection de [0,1] sur f([0,1] )= [ f(1), f(0) ] =[O0, 1].

2
2- a- Montrons que jpour tout x € [O, ﬂ f(cosx) = — x.
T

2
Posons g(x) = f(cosx) , elle est dérivable sur [0,1] et g'(x) = -sinx f'(cosx ) = -sinx( ——F———==
g(x) = f(cosx) [0,1] et g(x) (cosx ) ( n’—l—coszx)
) 2 2 ) 2 . .
= -SinX .| —— =—et par suite g(x)=—x+c ,oucestunréel;
msinx| 7w T

2
Or g(0) =f(cos0) =f(1)=0donc c¢c=0 et par suite : pour tout x € [0, ﬂ f(cosx)=—x.
T

b- Déduisonsf “*(x), pour toutx € [0, 1]
T 2 (2 2
Ona: pourtout x €0, 5 , f(cosx) =—x.donc cosx=f | —x|etenposantt=—x,¢ € [0, 1]
T T T
- T -1 "o -1 T
on obtient cos Et:f (t), d'ou pourtout x € [0, 1], /" (x) = cos Ex
3- On pose pour toutx € [O, g} , h(x) = f(cosx) + f(sinx) .
a- Montronsque h est dérivable su}O, 7—; [ et calculonsh’(x).
Les fonctions x +— sinx et x - cosx sont dérivables sur} 0, g [et l'image de }0, g [ par ces deux fonctions

est l'intervalle ]0,1[ qui est l'intervalle de dérivabilité de f donc h est dérivable sur} 0, g [comme somme de

deux fonctions dérivables sur} 0, g [
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T
Pour tout x € }0, 5[ ,

222

2
h'(x) = -sinx . f + f(si = -sinx( ———) + ——
(x) = -sinx . f'(cosx) +cosx . fi(sinx) = -sinx( oy coszx) cosx( IR sinzx) -

b- Montronsque: pour tout x ({@, g} ,h(x) = 1.
On a h'(x) = 0 donc pour tout x de [O, ﬂ ,h(x)= c¢,oucestunréel.

h(0) = f(cos0)+f(sin0) = f(1) +£(0) = 0+1=1 donc ¢ =1 et par suite ,pour tout x € [0, ﬂ y h(x) =1
4- Pour tout n € N* on poseg, (x) = cos(g xj -x", x€|[0, 1]

a- Montronsque: pour tout € N* | il existe un uniqueréeh, € ]0, 1[tel que ¢, (an) =0
On a ¢, est continue et dérivable sur [0,1] .
(p,)'(x)= — g sm(g x) —nx""1 <0 donc @, est strictement décroissante sur [0,1] et par suite

¢,([0, 1])=[—1, 1]et 0 € [ — 1, 1] donc 1l existe un unique a, € 10, 1[{te/ ¢, (a,) =0

b- Montronsque: pour tout € ]0, 1] s n> p alorse,(X) > ¢,(X).

Etudions le signe de ¢, (x) — ¢,(x) :

n

x _
0, (%) = ¢, (x) = (cos(gx) - x”) - (cos(gx) - xp) =xP —x"= xp(l - ;) =x’1-x""7)>0
car dans l'intervalle [0,1] et pour n>p on a x" Pest inférieur a 1

donc pour tout x € ]0, 1[ sin > p alors ¢, (x) > ¢, (x).

c- En déduire que la suited,) est strictement croissante et conver gente.

On a : pour tout x € ]0, 1[ sin > p alors ¢,(x) > ¢,(x). et a, € ]0, 1[alors ¢, (a,) > ¢,(ay)
or ¢,(ay) =0 etg,(a,) = 0donc on aura ¢,(a,) > ¢,(a) et p,est décroissante sur [0,1] donc on aura

alors a, > a, .En conclusion on a pour n>p ,a, > a, donc la suite (a,) est strictement croissante ; et elle

est majorée par 1 donc la suite (a,) est convergente.
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