Mr ABIDI Farid 4 M

Série : Homothéties

Exercice r° i i i I i I I I I
A, A
1) h est I'hnomothétie de centre O et de rapport —3rqmisforme A en A’. Construire O

. 1 .
2) h’ est 'homothétie de centre O’ et de rappgrqw transforme A en A'. Construire O’

Exercice 12
Soit OQAB un parallélogramme.
Soith I'homothétie de centr® et de rapport-2. C=h(A) et D =h(B).

Soith' 'homothétie de centi® et de rapport2. E=h'(B) et F =h'(A).
1) Montrer queO—E =-20B.

2) Montrer queO—E =QC.

3) Montrer queaé = AB.

4) Montrer que65 =-2AB.
5) Montrer queF, E, C etD sont alignés.

Exercice 18
ABC est un triangle de centre de gravité G. On nerif) B’, A’ les milieux respectifs des cotés [ABAC]et [BC]
Démontrer qu'il existe une homothélhiale centre G qui transforme ABC en A'B'C’

Exercice i,
Soith 'homothétie de centre O et de rapport 2,5. Coiirgtl'image de la droit® parh.

Exercice n%.

Soit ABCD un parallélogramme. - ; +
On construit les points suivants : C'
- A’, symétrique de B par rapport a A

- B’ symétrique de B par rapport a (AC)
- C’ symétrique de B par rapporta C . .
Démontrer que les quatre points A',B’,C’ et D sahginés A O
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Série : Homothéties

Exercice n°6.
SoitABCDun rectangle tel qu&AB =4 et AD =3. SoitM le point défini parm =gD—B.

P est le projeté orthogonal diésur (CD) etQ est le projeté orthogonal diésur (AD).

1) Montrer queBI3 = gﬁé .

2) Soith I'hnomothétie de centie et de rapportg. Déterminerh(B), h(C) et h(A)

3) Quelle est la nature du quadrilaté4€DQ ? Déterminer son périmétre et son aire.

Exercice n°7.

Soit ABCD un trapéze de bases [AB] et [CD] tel B # CD.
A B

O C
1) Démontrer qu'il existe deux homothéties transfarhjAB] en [CD]
2) Quelle relation y a-t-il entre les rapports de @esx homothéties ?

Exercice n°8.

ABCD est un trapéze de bases [AB] et [CD] de miieespectifs | et J. Les droites (AB) et (BC) sepment en U ; les
droites (AC) et (BD) se coupent en V.

Démontrer que les points U,V, | et J sont alignés.

Exercice n°9.

Soient O et Odeux points tels qu®0O'=6. Soientl" le cercle de centr® et de rayon 1, dt' le cercle de centre'@t
de rayon 2.

Montrer gu'il existe deux homothéties transfornfaen[™'. Préciser leurs centres et leurs rapports.
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Série : Homothéties

Exercice n°10.

Le plan est muni d’'un repére orthonorr(@;T; I) Dans chacun des cas suivants, dire s'il existe homothétie qui
transforme A en A’ et B en B'. Dans l'affirmativépnner ses caractéristiques (centre et rapport)

1) A(-4 -2) , B(2 ;1) , A'(-1 ;5) etB’ (% —2j

2)A(-2;5),B(-3,5;-4) , A'(0;4) et B'(-1 ;-2)

Exercice n°11.
Le plan est muni d’un repere orthonornﬁ@;?; I) . On désigne pdr ’'homothétie de centre A(-1 ;2) et de rapport —2.

1) Déterminer les coordonnées du point B’ image de;B) parh
2) Déterminer les coordonnées du point C dont I'impaeh est C'(3 ;-2)

Exercice n°12.
, R - L » 5
Le plan est muni d’un repére orthononﬁ@; 1) ) . On désigne pdrI’homothétie de centre A(4 ;-2) et de rapp%ri

. . . 1 . : .
1) SoitD la droite d’équationy = 2 X+ 2. Déterminer I'équation de I'imade’ de D parh.

2) On désigne pat I'ensemble des pointd/l (x; y) tels quex® + y* +4x— 6 y= 0. Déterminer I'équation de I'image
C' de C parh.

Exercice n°13.

Le plan est muni d'un repére orthonormal. Soibfacfionf qui & tout pointM (x; y) fait correspondréMl '(X'; y') avec
X'=3x—4

{y' =3y+2

1) Montrer quef admet un unique point invaria@t(c'est a dire un point tel quE(Q) = Q).

2) Pour un point quelconqud, exprimerQM ' en fonction deQM .
3) En déduire la nature de

Exercice n°14.
On définit la transformatiofdu plan par sa forme complexez +3- 4i = 2( z+ 3- 4i)

1) Quelle est la nature de I'applicatibf
2) Déterminer I'imageC’ parf du cercleC de centre A(-2+i) et de rayon 1
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Série : Homothéties

CORRECTION

Exercice n°1
1) Si h est 'homothétie de centre O et de rapport —3 tcaisforme A en A’ alorsOA = -30A, égalité qui se

transforme enOA+ AA=-30A-~ AA=-4 OA- 7@%—,&/% ce qui permet ainsi de placer le point O (voir

figure)

. . 1 oL o
2) Si h’ est 'homothétie de centre O’ et de rapp%rtqw transforme A en A’, alorO'A :§OA égalité qui se

transforme em+m=%ﬁA@ AA= —EWA: T AD= —2—A'A ce qui permet ainsi de placer le point O’ (voir
figure)
| | | | | | | | |
| | | | | | | | |
A Q A O’

Exercice n°2

1) E est I'image d® par I'nomothétie de centf@et de rapport-2. Donc OE = -20B.

2) De méme,QC = -2QA. Or OQAB est un parallélogramme, do2A = OB. On en déduit QuOE = QC.

3) D'apres 2) CE=QO, or OQAB est un parallélogramme, do0 = AB, d'ot CE = AB.

4) h est une homothétie de rappei2 et C = h(A) et D =h(B), doncCD = -2AB.

5) De CE= ABetCD= —2@, on déduitCD = —ZC—E, doncC, D etE sont alignés.

h' est une homothétie de rappei2 et E=h'(B) et F =h'(A), donc FE = —2AB, d'oll FE = 2?3, doncF, E etC
sont alignés. Finalemer#, E, C etD sont alignés.

Exercice n°3 A

Si on note G le centre de gravité du triangle ABfie¢section des médianes), on :

GA=-1GA GE=-1GBetGC =--GC o
2 2 2 .
1 E
L’homothétie de centre G et de rappeﬂz— transforme donc les points A,B et C G

(donc le triangle ABC) en A’,B’ et C’ (le triang®’B’C’)

l'ﬂ"l
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Série : Homothéties

Exercice n°4
L'image de la droitd parh est une droite qui lui est paralléle.
Pour la construire, il suffit de construire I'imadein point.

On choisit donc un point A appartenarid &t on construit son image A’ phr, telle que@ =2,50A
D’ sera alors la droite paralléleDapassant par A’

D!

OA'= 2,504 —_—

Exercice n°5

Notons H le projeté orthogonal de B sur [AC] ete@éntre du parallélogramme (intersection des dialgs)
Les points A,H,0 et C sont alignés sur le segm&6y [

Puisque A’ est le symétrique de B par rapport aria BA = 2BA

Puisque B’ est le symétrique de B par rapport a)(AG aBB =2BH

Puisque O est le centre du parallélogramme, BDa= 2BO

Puisque C’ est le symétrique de B par rapportarcage =2BC

L’homothétie de centre B et de rapport 2 transfodmec les points A,H,0,C

enA,B',DetC'.

Puisque les points A,H,O et C sont alignés suedgrent [AC],
leurs images A’,B’,D et C’ seront alignés.

B, <
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Série : Homothéties

Exercice n°6
1) PO(DC)et M O(DB). (MP)//(BC), car elles sont toute

les deux perpendiculaires(élD). D'apres le théoréme de Thal- +

(troisieme formulation), puisqubM = gﬁi ,DP= SFCI

2) W=gﬁ3 donch(B)= M. ﬁ’:gD—C donch(C) = P.

Et h(A) =Q car DQ 2250\ (méme démonstration que pdR)t A

Q T M
3) Par une homothétie, I'image d'une droite est woikedqui lui est paralléle. Donc les c6tésMIEDQ sont paralléles a
ceux deABCD, doncMPDQ est un rectangle.

.3 B 3
Parh, les longueurs sont multipliées par, donc le périmétre ddPDQ est— x 2><(4+ 3) =21cm.
2 2
. — 9 . 9
Parh, les aires sont multipliées p{ﬁr’ donc l'aire déMPDQ estZX4x 3 =27 cni.

Exercice n°7
Notons | le point d'intersection des droites (AQ)(BC) (qui existe carAB# CD), et J le point d’intersection des
diagonales [AC] et [BD]

D C
1) Puisque les points I,A,D d’'une part et I,B,C diaypart, sont alignés, avec (AB)//(CD) (car ABCD &s trapeze), les
points I,A,B,D,C sont en configuration de Thalés

IA_IB _AB
L’homothétie de centre | et de rappelng— = c = D transforme le segment [AB] en [CD]

Puisque les points A,J,C d’'une part et B,J,D dairt, sont alignés, avec (AB)//(CD) (car ABCD esttrapéze), les
points J,A,B,D,C sont en configuration de Thaléte(d en papillon »)

JA JB AB
L’homothétie de centre J et de ra =— =—— transforme le segment [AB] en [CD
ppeFPJ =35 D g [AB] en [CD]

: . AB
2) Les deux rapports de ces deux homothéties som(eg%B
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Exercice n°8
D’aprés I'exercice précédent, 'homothétie de centr transforme [AB] en [CD]
donc le milieu | de [AB] en le milieu J de [CD], gderte que les points U,l et J sc
alignés (un point, son image et le centre de I'nibiiie sont alignés)

De plus, 'hnomothétie de centre V transforme [AB] D], donc le milieu | de
[AB] en le milieu J de [CD], de sorte que les psiW| et J sont alignés (un poir
son image et le centre de I’homothétie sont alignés

Les points U,V et J sont donc alignés.

Exercice n°9
Commel est de rayon 1 dt' de rayon 2, et puisque par une homothétie deoragpes longueurs sont multipliées par

k|, onalk| =2, donck =2 ou k =-2.

Le centreQ; de I'homothétie de rapport 2 transformargn[ est tel queQ2,0'=2Q O, soit O est le milieu d{ano ]
c'est a dire qu€; est le symétrique de O' par rapport a O.

Le centreQ, de 'homothétie de rappori2 transformant enl™ est tel queQ2,0"'=-2Q .0, soit OQ, ::—?L’OO', d'ou la

construction de..

........

Exercice n°10
1) Pour gu'il existe une unique homothétie transfarm@en A’ et B en B, il est nécessaire et suffisgue les droites

(AA") et (BB’) ne soient pas paralléles (donc qee ecteursAA et BB ne soient pas colinéaires), et que les droites
(AB) et (A'B’) soient paralléles (donc que les veats AB et A'B' soient colinéaires)

On calcule AA (3;7) et @(—g; —3).

Il n’existe pas de réel uniquretel que—ﬂ =3h et -3=7h, donc les vecteurdA et BB ne sont pas colinéaires.
3

On calcule AB(6;3) et ﬁ(g —7).

Il n’existe pas de réel uniquretel que§ =6h et =7 =3n, donc les vecteur&B et A'B' ne soient pas colinéaires.

Il n'existe donc pas d’homothétie transformant Afémrt B en B’

2) Pour gu'il existe une unique homothétie transfartmaen A’ et B en B’, il est nécessaire et suffisgue les droites
(AA") et (BB’) ne soient pas paralleles (donc qese vecteursAA et BB ne soient pas colinéaires), et que les droites
(AB) et (A'B’) soient paralléles (donc que les vaots AB et AB soient colinéaires)

On calculem(Z;—l) et @(2,5; 2).

Il n’existe pas de réel uniquetel que2,5= 2h et 2= (—1)><h, donc les vecteur&A et BB’ ne sont pas colinéaires.
On calculeﬂB(—l,S;—Q) et AB(-1-6).

On remarque quéﬁ:gﬁ o m:%)TB
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Le rapport de I’hnomothétie vaut dorkczg et le centre O de 'homothétie vérifie doBA 22670\

Si on noteO( X Y), les coordonnées d@A et deOA sont données p@(—Z— x5-y) et ﬁ(o— x4-Y).

2 4 2
-x==(-2-x) —-X=- 3
i A=y, , X 3 3 3" x=4
L’égalité OA =— OA se traduit donc par le systéme = =
3 _2 _10 2 y=2
4-y=3(5-y)  |Ay=5 -3y

. 2
L’homothétie de centre O(4 ;2) et de rapplort 5 transforme Aen A’etBen B’

Exercice n11
1) Notons B'(X; ) . Puisque B’ est limage de B paron aAB = -2 AB

Les coordonnées déB sont Ké(Z;l). Les coordonnées dAB s’exprimant en fonction de celles de B’ par

— X +1=-4 X=-5
AB (X +1; ¥ -2), légalité AB' = -2 AB se traduit par le systen{e . {)/ 0" Ainsi
y —2=- =

2) NotonsC( X y) . Puisque C’ est l'image de C paron aAC = -2 AC
Les coordonnées dAC s’expriment en fonction de celles de @f:( X+1, y- 2)
Les coordonnées dAC sontm(4;—4)

-2(x+1)=4 x=-3
L'égalité AC' =-2AC se traduit par le systé e 2(y-2)= -4 - 4 Ainsi|C(-3 ;4)
y- _

Exercice n°12
1) L'image de la droiteD par h est une droite paralléle @, donc de coefficient directeur identique a celail

L’équation deD’ est donc de la formegy :E X+ p. Pour déterminep, il faut utiliser les coordonnées d’un point de
gui sera obtenue comme l'image pat’'un point deD.

- . . . — 5—
Choisissons le point B(0 ;2) d& NotonsB(X; y). Puisque B’ est l'image de B paron a AB =3 AB

Les coordonnées dé\B sont ﬁ%(—4;4). Les coordonnées d&B s'exprimant en fonction de celles de B’ par

. x'—4=§x(—4) x=-8
AB (X -4; y+2), l'égalité¢ AB == AB se traduit par le systéme 3 - 3,
3 , 5 14
y+2=—x4 =—
3 3
- [ 8.14 - ; , s . 1 -
Ainsi B —:—3;3. En utlisant les coordonnées de B’ dans quluat|oy=5x+ p, on écrit
14 1 8)_ 18 1
=—Xgt pe p=—-—-—X%| ——|=—=6. L'équation de&D’ est doncly = — X+6
%o pe -~ o)=the e v=1
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2) L'ensemble des pointd (x;y) tels que x*+y*+4x-6y=0« (x+ 9 +( y- 3" = 13est le cercleC de
centreD(-2 ;3) et de rayodf%

L'image deC parh est donc le cercle de centi® = h( D) et de rayongx\/f%
Notons D'(X; ¥). Puisque D’ est Iimage de D paron a AD’ zgﬁ)
Les coordonnées dé&D sont ﬁ(—G;S). Les coordonnées dAD’ s’exprimant en fonction de celles de D’ par

x’—4:§><(—6) X =-6

AD'(X -4;y +2), l'égalité AD' = SAD se traduit par le systéme 3 - 19.
3 5 y =—
y’+2_§x5 3

2

2 =
x+6)2+(y—1§9j _(5)(\/173) _ 325

L’équation deC’ est donc —
3 9

—

Exercice n°13

1) On cherche un coupke; y) tel que{ . Il existe un et un seul point invariaf(2;-1).

X=3x—-4 X=2
y=3y+2 y=-1

- S X'=2
2) QM a pour composant{s +1J , alors queQM ' a pour composanteE " J soit, en remplacant ety' par leur
y y

3X—4-2 . (3x—-6 - .
valeur: , C'est a dir . On remarque alors qeM ' =3QM .
3y+2+1 3y+3

3) La relation précédente, valable pour tout pdnprouve qué est I'homothétie de centfeet de rapport 3.

Exercice n°14

1) Déterminons les éventuels points fixes de cediesformation, en résolvant I'équation :
Z=z- z=2( #3-4)-3+4

© 2=272+6-8i—-3+ 4

= z2=-3+4i

La transformatiori admet un point fixe2 , d'affixe zg = -3+ 4i.

En écrivant successivement= 2 z+ 3+ 4i et z5 = 27, + 3+ 4i, puis en soustrayant membre & membre, on obtient :
Z-7=2(z 3).

La transformatiorf est donc 'homothétie de centt®, d'affixe zo =—3+ 4i, et de rapport|2

2) Par 'homothétid de centreQ et de rapport 2, I'imag€’ du cercleC de centre A(-2+i) et de rayon 1 est le cercle d
centref(A) et de rayon2x1= 2.
On calcule :

f(A)=2(-2+i)+3+4=—4+ 2+ 3 h=- 1 i6
IL'image deC est le cercl€’ de centre le poirffA) d'affixe —1+6i et de rayon .
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