Mr  ABIDI FARID

Geénéralités sur les fonctions

Exercice 1

On donne trois expressions de I’image f(x) d’un réel x différent de 3 par une fonction f :
. T-2X _4-x g1

f,(x)=1+ 3 fz(x)_x_3 f,(x) = 1+x—3

1. Vérifier que ces trois expressions sont égales
2. Dans chacun des cas suivants, choisir I’expression la mieux adaptée et répondre a la

question :
a. Etudier les variations de la fonction f
b. Résoudre I’équation f(x) =0
c. Pour quelles valeurs de x la courbe représentative de f est-elle au-dessus de la

droite d’équation y =1

Exercice 2

Soit la fonction f définie par f(x)=—;
X +3

1. Déterminer les réel a et b tel que f(x)=a+—; 1
X+

2. Montrer que f est majorée par 2

Exercice 3

On considére la fonction f définie sur R par f(x)=x"+6x+4. P est la courbe représentative de f

1. Vérifier que f(x)=(x+3)°-5
2. Donner la transformation qui permet d’obtenir la courbe P a partir d’une courbe connue ;

3. En déduire le tableau de variation de la fonction f

Année scolaire 2008-2009 © www.mathsecondaire.net page 1/10



Mr  ABIDI FARID 3

Geénéralités sur les fonctions

Exercice 4

Soit ABC un triangle rectangle en B tel que AB=6 et BC=12
E étant un point du segment [AC], on considére ses projetés orthogonaux L et U respectivement sur

les segments [AB] et [BC] définissant ainsi A
un rectang le BLEU X
E
On pose AL =x L
>~ ¢
B U

AL _BU
1. a. Prouver que AB-BC

b. Calculer I’aire, en fonction de x du rectangle BLEU puis montrer qu’elle peut s’écrire :
f(x) =18—-2(x—3)?

2. Donner la représentation graphique de la fonction f dans un plan muni d’un repére
orthogonal (O ;1, j ). On prendra pour unité 2 cm sur I’axe des abscisses et 1 cm sur I’axe

des ordonnées.
On rappelle que la fonction est définie sur [0 ; 6]

3. A l’aide de la représentation graphique, faire une conjecture sur le sens de variations de f
puis la prouver .

4. Par le calcul, déterminer les distances AL correspondant a une aire de 10

5. Résoudre, a I’aide d’un tableau de signe, I’inéquation f(x)>16

Exercice 5

- . . 2X+2 ; :
On considére la fonction f définie par f(x) :1+T+2 et Cs sa la courbe représentative
X" 42X+

dans un repére orthogonal du plan.

Montrer que la fonction est définie sur R

1
2. Résoudre f(x)=0

3. Donner le signe de f(x) suivant les valeurs de x
4

Montrer que pour tout réel x, f(x) <2

5. Montrer que le point I(-1 ;1) est le centre de symétrie de C,
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Geénéralités sur les fonctions

Exercice 6

On considére la fonction f définie par f(x) =1— et C,; sacourbe représentative

dans un repére orthonormé du plan .

1. Montrer que la fonction est définie sur R

2. Montrer que la droite d’équation x=1 est axe de symétrie pour C¢
3. Résoudre f(x)=0
4

Montrer que pour tout réel x, —1 <f(x) <1

Exercice 7 A

f est la fonction définie sur R par :

[\

f(x)=ax’+bx+c
et dont la représentation graphique est la
parabole tracée partiellement ci-contre 1 -

1. Le réel a est-il positif ? pourquoi ?

2. Quel est le signe du discriminant ? o *

3. Déterminer les réels b et ¢ sachant
quea=-0,6

A\ Ao

Exercice 8

Soit ABCD unrectangletel que AB=5et BC=7. K est un point de[AB] et L un point de [BC]

Lesdroites (KK’) et (LL") sont paralleles aux cotés du rectangle et définissent le carré BLEK

A U D
On pose BL =x
K E K
1. Dansqudl intervallevariex ?
2. Exprimer A(X), Iaire hachurée en fonction de x B x L c

3. Pour quelle valeurs de x cette aire est-elle maximale ?
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Geénéralités sur les fonctions : corri

Exercice 1

1. Pour tout x réel différent de 3:

7 2X _x=3+7-2x _4=-X _ f(x
L0)=1+ =5 et A (Y
_ 1 _—(x=3)+1 _4-x _
L) =-Tt5 Tz =—"—3 =3 = h(
Les trois expressions sont donc égales
1.a Soit f(x)=-1+—tn
X—3
X —00 3 +00
On a donc le tableau suivant : -1 +00

0 | T,

1.b. L’équation f(x) =0 est équivalente a lequation f,(x) =
< 4—_3_0<:>4 x=0et x-3%0

L’équation f(x) = 0 a donc une seule solution : S = {4}

1. c. Pour trouver les valeurs de x pour lesquelles la courbe représentative de f est au-dessus de la
droite d’équation y =1, il faut résoudre I’inéquation f(x) > 1, ainsi

72X 72X
f(x)>1 < f(x) o 1+ =3 >l < =3 >0
Dressons un tableau de signe :
X —o0 3 3,5 +00

7-2X + + ) -
X=3 - ) + +
7-2X
X-3 - * D -

La courbe représentative de f est au-dessus de la droite d’équation y =1 sur lintervalle ]3; 3,5].

b a(x2+3)+b
I.1. f(x)=a+ =~ J
() x* +3 x? +3
_ax’+(3a+b)
x* +3

2

; a=2 a=2
on obtient §,. o — o on en deduit {b _6

Par identification avec I’expression f(x)=—; 3
X<+
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Geénéralités sur les fonctions : corri

Exercice 2 ) . )
alxc+3)+
1. Pourtoutx réel, f(x)=a+ b _ ( ) _ax +(3a+h)

xX*+3  x*+3 x*+3

2

. . . 5 . _ 2X . a= 2 , . a= 2
Par identification avec I’expression f(x) = 2.3 on obtient {3a+b _p onen déeduit {b _6
6

2
X“+3
2. Un carré est toujours positif donc  x*+3 est strictement positif,

Par conséquent, f(x)=2-

Par conséquent, pour tous réels x, 21 >0 < m <0 o 2- 6 <2 & f(x)<2

x?+3 x> +3 x> +3

Ce qui montre que f est majorée par 2

Exercice 3
1. Pourtoutx réel,  (x+3)°-5=x*+6x+9-5 = X2+6x+4 =(x+3)*-5=f(X)

2. L’expression f (x) = (x+3)* =5 permet de remarquer que la fonction f est associée a la fonction

« carré », la courbe P se déduit de la parabole d’équation y = x? par la translation de vecteur u (-3 ; -5)

Le sommet qui était en O(0 ;0) se trouveraen S(-3; -5)

s -6
2. On en déduit |e tableau de variation suivant
X —0 -3 +o0
+00 +00
W | T~
-5
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Geénéralités sur les fonctions : corri

Exercice 4

1.a. L appartient a [AB] , E appartient a [AC] et (LE)//(BC) donc d’aprés le théoreme de Thaleés ,

. AL _AE
ona: 2= _"&
AB AC
A oy AE BU
De méme, en considérant que (EU)//(AB) on a AC-BC
: AL BU
Par conséquent AB-BC

1.b. L’aire du rectangle BLEU vaut BUXBL, or BL=AB-AL = 6—x et BU = AL;BBC = 1%)( =2X
donc f(x)=2x (6—x) =12x - 2x"
Développons : 18— 2(x—3) =18—2(x> —6x+9) =18 - 2x2 +12x—18 = -2X" +12x

Par conséquent, f(x)=18-2(x—3)?

2. Lareprésentation graphique de f :

3. D’apres la courbe, on remarque que la fonction f est strictemnet croissante sur [0 ;3]
et strictement décroissante sur [3 ;6]. Prouvons-le :

f est dérivable sur [0 ;6] et on a pour tout x de [0 ;6], f (x) =12 - 4x

x |0 3 6
£ (x) " 0 -

D'ou le résultat.
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Geénéralités sur les fonctions : corri

4. Déterminer les distances AL correspondant a une aire de 10, revient a résoudre léquation :
f(x)=10 < 18-2(x-3)°=10 < 8-2(x-3)’=0 < 4-(x-3)*=0
o (2-(x-3)(2+(x-3))=0 < (5-x)(x-1)=0 << x=1oux=5
Il faut donc prendre AL=1 ou AL=5 pour avoir une aire de 10
( Cequi apparait vérifier sur le graphique )

5. f(x)>16 < 18-2(x-3)°-16>0 < 2-2(x-3)’>0 < 2(1—(x—3)2)>0

< 2(1-(x-3))(1+(x-3))>0 & 2(4-x)(x-2)>0

X —00 2 4 +00
4—x + + 0 —
X—2 - 0 + +
f(x) —16 — 0 + 0 _

Donc I'ensemble de solutionsest S=]2 ;4] - ( Ce qui apparait vérifier sur le graphique )
Exercice 5

1. Calculons le discriminant du dénominateur :

A=b’-4ac = (-2)°-4x1x2 = -4

Comme il est négatif le dénominateur ne s’annule jamais et la fonction f est définie sur R

2
2. Pour tout x réel , f(x)=1+ 22X+2 _ _XT+4x+4
X" +2X+2 X2 —2x+2

f(X)=0C>X2+4X+4:O C>(X+2)2=0C> x+2=0 <x=-2

Donc lensemble de solutionest S={-2}.
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Geénéralités sur les fonctions : corri

3. Pour étudier le signe de f(x), il faut étudier le signe du numérateur et celui du dénominateur :

or nous avons vu a la question 1 que le dénominateur ne s’annulait pas, il garde donc toujours le signe de
a=1. llestrésulte que pourtoutxréel, x?>-2x+2 > 0
A la question 2, nous avons vu que le numérateur s’écrit : XoHAx+4 = (x+2)?

X —0 -2 +00
X°+4x+4 + 0 4+
Xo+2X+2 + +

() + 0+

4. Pour prouver que 2 est un majorant, étudions le signe de la différence 2—f(x) :

Pour tout x réel ,ona:

2
2—f(x):2—(1+22X—+2j =1_22X;2 X >0
XS +2X+2 XS +2X+2 XS +2X+2

5. Le domaine de définition est R il est donc symétrique par rapport a -1

f(—2-x) =1+ 2(2_2_’()*2 - 1-
(—2-x)"+2(-2-x)+2

2X + 2
X242 x + 1

+
par conséquent : f (2+x) + f (x) = 1 - 2x +2
X 42 x + 1

2X+2

X2+ 2X+2

On peut donc affirmer que le point I(-1 ; 1) de centre de symétrie pour Cs
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Geénéralités sur les fonctions : corri

Exercice 6

1. Le dénominateur est un trindme du second degreé, calculons son discriminant :

A=b’—4ac = 22-4x1x2 = -4

Comme il est strictement négatif le dénominateur ne s’annule jamais et la fonction f est définie sur R

2. Le domaine de définition est R il est donc symétrique par rapport a 1

Pour tout réel x,ona f(@2-x) =1- 2 1 2 . f(x)

(2-%)2 —2Q—x)+2 X2—2X+2

Par consequent on peut affirmer que la droite d’équation X =1 est axe de symétrie pour Cj.

3. Remarquons tout d'abord que pour tout x réel,

2
f(x) = 1— 2 - X-2x

X?=2X+2 X2 —2x+2

et que le dénominateur ne s’annulant jamais donc
fX)=0=x*-2x=0 < x(x-2)=0 <x=0 ou x =2

[l en résulte que I'ensemble de solutionsest S={ 0; 2}

4. On peut écrire f(x) :1—#2
(x=1)*+1
Pour tout réel x, on a (x-1)2>0 D’ou (x-1)%+1>1
Ou encore 0<;2<1 et en multipliant par -2 0>_—22>—2
(x-D°+1 (x-1)°+1
puis en ajoutant 1 1>1- 2

— >
(x-1)2+1

Nous avons donc prouver que pour tout réel x, -1 <f(x) <1
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Geénéralités sur les fonctions : corri

Exercice 7

1. Le réel n’est pas positif mais négatif car la parabole est tournée vers le bas.
2. La parabole coupe I’axe des abscisses deux fois, ce qui signifie que le trinbme a deux racines
Le discriminant est donc strictement positif

3. Il faut penser a utilise la forme factorisee :
f(X)=a(x—x)(X=%,) =-0,6(x—(-1))(x-3) =-0,6(x+1)(x—3) =—0,6(x*—2x-3)
Donc pour tout x réel , f(x) =-0,6x*+1,2x+1,8
Exercice 8

1. xestune longueur qui est inférieure @ AB et a BC donc x€[0; 5]

2. L’aire hachurée vaut : A(x) = LEXLC + UExXUA = X(7 —X)+ X(5—X) = —2x* +12x

3. Pour obtenir le maximum, il faire étudier les variations de la fonction A, il faut écrire A(x)

sous forme canique :

A(X) =-2x*+12x  =-2(x*-6X) =-2((x—-3)*-9) =-2(x~-3)* +18
On en déduit que la courbe représentative de A est I’image de la parabole d’équation y = —2x°par la

translation de vecteur G ( 3 ;18 ). On a donc le tableau de variation suivant :

X 0 3 5

AW T

L’aire maximale est de 18 et elle est obtenue pour x = 3
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