Mr  ABIDI FARID 3A

Etude de fonctions rationnelles

Exercice n°1 :
x(ax +b)

ﬁ ou a, b et ¢ sont trois réels, dans un repere orthonormé
X—C

On considére la courbe d’équation y =

(O ;T; ]) .
Déterminer les réels a, b et ¢ pour que la courbe ait deux asymptotes d’équations respectives X = 2 et

y =% et que la tangente en O ait pour équation y = _% X

Exercice n°2 :

2y
Soit la fonction f définie sur R \ {%} par f(x)= % et Cr sa courbe représentative dans un repére
orthonormé (O;T;]) d’unité graphique 1 cm.

1. Calcul des limites.

a. Déterminer les limites de la fonction f en + oo puis en — oo.

b. Déterminer la limites de la fonction fen 5 En donner une interprétation graphique.

2. Etude des variations de la fonction f.

a. Calculer la dérivée f *(x)
b. Etudier son signe.
c. Donner le tableau de variation de f.

3. Intersection avec les axes de coordonnées.

a. Donner les coordonnées du ou des point(s) d’intersection de la courbe de f avec de 1’axe des
ordonnées.

b. Donner les coordonnées du ou des points d’intersection de la courbe de f avec 1’axe des
abscisses.

4. Asymptote oblique.

a. Déterminer les réels a, b et ¢ tels que, pour tout X # %, onait f(X)=ax+b+ %3

X —_
b. Montrer que la droite (A) d’équation y = X+1 est une asymptote oblique a la courbe Cs .
C. Etudier la position relative de la droite ( A) et de la courbe Cs .
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5. Centre de symétrie.
a. Déterminer les coordonnées du point d’intersection des deux asymptotes.
b. Montrer que ce point d’intersection est centre de symétrie de la courbe Cr.

6. Donner I’équation de la tangente (T) au point d’abscisse 1.

7. Déterminer les coordonnées du point K de la courbe C; ou la tangente (T”) est parallele a la droite
d’équation y=-3x+3

8. Tracer les tangentes (T), (T’), les tangentes horizontales , la droite (A), les asymptotes éventuelles, le
centre de symétrie et la courbe C:.

9. Soit Ay, la droite d’équation y=m avec m un réel. Déterminer graphiquement, suivant les valeurs de

m, le nombre de solutions de I’équation f(x)=m.

Année scolaire 2010-2011 page2/7



Mr  ABIDI FARID 3A

Etude de fonctions rationnelles

CORRIGE

Exercice n°1 :

x(ax +b)

Posons f(x) = (X0

, pour tout réel x différent de 2.

= la courbe admet une asymptote d’équation X =2 = lin; f(X) ==
Or limx(ax+b) =4a+2b et lim3(x—c)2=3(2-cf =2-c=0 =

= lim f(X)=g

X—>to0 3

= la courbe admet une asymptote d’équation y =

[SSRR )

Or, en utilisant la régle sur les fonctions rationnelles citée dans 1’exercice n°1, on

obtient : lim X(ax+b):3 :>3:§ =

xoto 3(X—2P 3 3

= La courbe admet une tangente en O d’équation y = —% x = f'Xx-= —%.

. u(X)=2x*+bx v(X)=3(x-2)
On calcule la dérivée :
u'(x)=4x+b V'(X) =6(x—2)
Dot f ()= (Ax+b)B(x =2 = (2x2+bx)(6(x—2)) = F/(0)= bx(3x(-2)?) _ R
[3(x-2)*]? [3(-2 12

_ X(2x-6)

= Conclusion: |y =
3(x—2)?
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Exercice n°2 :

1. Calcul des limites.

a. Pour calculer la limite d’une fonction rationnelle en + o et en - oo, on détermine la limite
du quotient des termes de plus haut degré.

2 _ _ 2
ona tim 25 X7 im 2¥ _ jim x40 Done/[lim f(x)= 1+
X—>+00 2)(_3 X—>+00 2X X—>+00 X—>+00

2x2—x—1 . 2x?
———=1lim

Et lim =1l = lim Xx=-o Donc|lim f(X)=-
x—o—0 QX —3 x—>—0 Q¥ X—>—00 X—>—00
b.Ona lin} 2X2—x-1= 2 et lin31 2Xx—3=0 Donc on obtient une forme indéterminée.
X—>= X—>=
2 2

On étudie le signe de 2x — 3

X

8 | W

2X -3 —

3
X—>— X—>— X—— X——
2 2 2 2

Doncona: lim2x-3=0" = lir? f(X)=+0o| et lim2x-3=0" = lil’:l;l f(x)=—0
3+ + _ -

. . e 3 , .
Par conséquent, la droite d’équation X = 5 est une asymptote verticale a la courbe Cs

2. Etude des variations de la fonction f.

a. Calcul de la dérivée f.

La fonction f est dérivable sur R \ { % } (‘en tant que fonction rationnelle)

f” est de la forme (Ej:w avec U(X)=2x2—x—-1 et Vv(x)=2x-3
\" Vv

u'(x)=4x-1 V(X)=2

(4Xx=1)(2x-3)-2(2x>*—x—-1) 4x>—12x+5
(2X—3)? O (2x-3)

= fi(x)=

b. Etudier son signe.

Ona (2x—3)?>> 0 pour tout X ¢ IR/{%}:f’(X) est du signe de 4x®> — 12x + 5

On calcule le discriminant A = 64 > 0 = 2 racines réelles
12-8 1 12+8 5
X1 == [ X2 = = —
8 2 8 2
le trindme 4x> — 12X + 5 est du signe de a =4 a ’extérieur des racines

Année scolaire 2010-2011 page4/7



Mr  ABIDI FARID 3A

Etude de fonctions rationnelles

CORRIGE
X - 00 l i 2 + oo
2 2 2
4% —12x+5 + 0 - - 0+
(2x—3)? + + 0 + +
f(x) + 0 - | - 0 +
c. Donner le tableau de variation de f.
X 1 3 5
- © — = = + oo
2 2 2
f’(x) + 0 - 1| - 0 +
L +00 +00
R 2
P(x) NG \9/
- 00 -00 E

3. Coordonnées des points d’intersection de la courbe C¢ avec les axes de coordonnées.

a. Intersection avec |I’axe des ordonnées

Onaf(0)= % = les coordonnées du point d’intersection avec 1’axe des abscisses A ( 0 ; %)

b. Intersection avec I’axe des abscisses

Ondoitrésoudre f (x) =0 = 2x*—-x—1=0 =>x=1 ou x-= donc les coordonnées du

1
2
point d’intersection avec 1’axe des ordonnées B (1;0) et C( %; 0)

C _ (ax+b)(2x-3)+c 2ax*+2bx-3ax-3b+c 2x*2-x-1

2x-3 2x-3 2x-3 2x-3
En identifiant les coefficients, on obtient : 2a=2, 2b—-3a=—-1 et ¢c—3b=-1.

4. a. f(X)=ax+b+

D’ou a=1 b=1 etc=2

Donc f(X)=x+1+

2X-3

b. On calcule la limite de f(X)—(x+1) en+ oo eten - 0.

Ona lim f(X)—(x+1) = lim x+1+2 2 —(X+1)= lim Or lim 2X—-3 =400

X — X—+0 QX — 13 X—>+00

= lim f(X)—(X+1)=0 Idem pour la limite en — .

Donc la droite d’équation y = x+1 est bien une asymptote a la courbe Cs
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c. Pour étudier la position de la droite A par rapport a la courbe Cs, on étudie le signe de
f(X)—(x+1)c'est-a-dire de

2 3 qui est du signe de 2X — 3

X

3
2
|

f(X)—(x+1) - | +

Conclusion : sur ] - o ; % [, 1a courbe Cs est en dessous de la droite A et sur | % ;tool, la

courbe Cs est au dessus de la droite A.

5. a. Point d’intersection des asymptotes :

+1=—

W N W

: : . , 3
Le point d’intersection des deux asymptotes a pour coordonnées S (— ;

505)

| IO

b.Ona f(3_x)=3—x+l+;=4—x+

2
2(3—x)—3 x-3

donc f(3_x) +f(x) =5

Donc S est bien le centre de symétrie de la courbe Cf.

6. Equation de la tangente (T, ) au point U d’abscisse 1.
y=f'M(x=1)+fd) or f'(1)==3 et f(1)=0 donc (Ty): y=-3x+3

7. La courbe C; admet un centre de symétrie donc elle admet une tangente T * paralléle a la
droite d’équation y = — 3x +3 au point symétrie du point U (1;0).
Donc le point K a pour coordonnées (2 ;5)
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L’équation f(x)=m admet aucune solution lorsque m e }5,5{
. : . 1 9
L’équation f(x)=m admet une seule solution lorsque m = 5 et pour m= 5

L’équation f(x)=m admet deux solutions lorsque me }—oo;%[ U }%Hoo{

3A
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