Mr  ABIDI FARID 3 M&;y

Arithméti

Exercice 1
Montrer que, pour tout entier naturel n , n3— n est divisible par 6.

Exercice 2
Soient a et b des entiers. Montrer que (a + 2b)* —a* est divisible par 8.

Exercice 3
Soient a, b et d trois entiers naurels non nul .

Vérifier que: o — (a+ b)a+ab =0,

Endéduireque s d divise ab et a+ b, aors d divise a°.

Exercice 4

Soient aet b deux entiers naturels premiers entre eux.
1. Montrer que P.G.C.D (11a+5 b;13a+6b) = 1.

2. On suppose deplusquea>b , montrer que P.G.C.D (a® — b?, a® — b?)=a-b.

Exercice 5

1. Déterminer lesentiers a, bet c tels que pour toutnetier naturel n, on ait :
(n+2)(5n% — 10n + 19) — 38 = (5n3 — n).

2. En déduire que pour tout entier n , (5n°— n)a(N+2) = (n+2) A 38.

Quelles sont les valeurs possiblesde d =(5n°* —n)A(n+2) ?

3.Résoudre (5n® —n)a(n+2) =19.
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Mr  ABIDI FARID

Arithméti

Exercice 1

Raisonnons par récurrence::

0% -0=0 donc divisible par 6

Supposonsque n*—n et divisible par 6 et montronsque (n+1)3 - (n+1)

est divisible par 6.

(n+1P3—(n+1) = nd+3n*+3n+1-n—-1= n3+3n2+2n

= n3—n+3(n*+n) = n*—n+3n(n+1).

Par hypoth ése (13- n ) est divisible par 6. De plus, 3n(n+1) est divisible par 6
car c'est le produit de deux entiers cons ecutifs: s I'un est pair, I'autre impair .

Donc  (n+1)3-(n+1) estdivisiblepar 6.

Exercice 2

(a+20)*—a* = ((a+2b)%+a®)((a+2b)% —a?) = 8 b(a*+ 2ab+ 2b?)(a +b).

IL suffit alors de conclure.

Exercice 3
Les nombres « et b sont solutionsde |' équation =2 — (a + b)z + ab = 0.

Donc,ona a?— (a+b)a+ab=0,

Puisque d divise alafoisab et a + b, il existe deux entiers k et k' tels que

ab=kd e a+b=Fkd.
Cest-adire  a® = (a+b)a—ab,  SOit encore a® =d(K'a— k).

Par suite: ddivise a?.

Année 2008-09 www.mathsecondaire.net page 2/ 4



Mr  ABIDI FARID 3 M&;j

Arithmétique (2): corrigé

Exercice 4

1. Lorsque n est plus grand que m, on a PGCD (m,n) = PGCD ( m,n —m).

Donc PGCD (1la + 5b,13a + 6b) = PGCD (11 + 5b,2a + b)
= PGCD (9a+ 4b,2a + b) = PGCD (7a + 3b,2a +b)
= PGCD (5a + 2b,2a + b) = PGCD (3a+b,2a+0)
= PGCD (a,2a+b) = PGCD( a,a+b)

= 1.

2. Calculons PGCD (a® — b3, a® — b?)

PGCD(a® — 1?,a®> — %) = PGCD [@ — b)(a® + ab+ b?), (a — b)(a + b)]
= (a—b) PGCD( a®+ab+b* a+b)

= (a—0b) PGCD(a® + (a+b)b,a+b)

= (a—b) PGCD(a? a +b)

Supposons que pged (a?,a + b) # 1, alors il existe un nombre premier facteur de PGCD (b2, a + b)

tel que p divise & la fois a® et (a+b). Si

Si p divise a2, alors p divise a. Mais comme p divise (a+b), il doit diviser b

Donc p divise a la fois a et b, c’est-a-dire PGCD (a,b) # 1.

Ce qui est  impossECD (acér) = 1.

Donc PGCD (a® — 43,02 —b%) = a—b.
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Arithméti

Exercice 5
1. Pour tout entier naturel n , ona:
(n+2)(an® +bn+c) —38=5n3—n
o an® +(2a+b)n?® +(c+2b)n+2c—38=5n>—n
a=>h
2a+b=0 a=5
D'ou par identification : caobe1 ON obgens—_10:

2¢-38=0 c=19

2. Ona (n+2)(5n% —10n +19) — 38 = (5n3 — n).
Cette écriture nous permet de dire que tout diviseur commun & (5n3 — n) et (n + 2) est diviseur

commun a (n + 2) et 38.

Réciproquement, tout diviseur commun & (7 + 2) et 38 est diviseur
commun a (5n% —n) et (n + 2).

I1 vient donc PGCD (5n3 —n, n+2) =PGCD ( n+2, 38).

Comme d doit diviser 38, les valeurs possibles de d sont 1,2, 19 et 38.

3. D’apres la question précédente, résoudre pged (5n3 — n, n + 2) = 19 revient & résoudre pged
(n+2, 38) = 19. Cela veut dire qu’il existe des entiers p et ¢ tels que n +2 = 19p et 38 = 19¢

avec p et ¢ premiers entre eux. Il est clair que ¢ est pair. Le fait que p et ¢ sont premiers entre

eux impose que p est impair.

Donc n est de la forme n =19(2k +1) — 2 , avec k entier naturel.
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