Mr ABIDI Farid Série3: Les Suites réelles 4 M

Exercice 1:

On considére les suites (u,) et (v, ) définies sur N par:u,= 2“:1

et Vn:LIn+]_' %Un

1. a) Montrer que (u ) est décroissante et qu’elle converge vers un réel £

b) Montrer que (v ) est une suite geométrique convergente et calculer sa limite.

2. Pour tout entiern > 2, onpose S, =1 +% +313+...+2n+1.

3]11
n-1 .
a) Calculer Z v, en fonction de n.
k=1
_ 1 1
b) Montrerque S, =2 - ST 5t pour toutn > 2.

c) Prouver que (S,) est une suite convergente et calculer sa limite.

3. Soit x un réel de ’intervalle [% , %[ .

Pour tout entier naturel n, on pose a, = (2n+1) (tan x)" .

a) On suppose que X appartient a }%%{ montrer que (a,) est divergente.

b) On suppose que x = %. Etudier la convergence de (an) et celle de la suite (b ) définie par

n

PEDY % pour tout n >0.

= nr+l
Exercice 2 :
- s - T * . _1 _ n+1
On considere la suite (u, ) définie sur N~ par: u; = > et Unn= ——Up.
n

1. Calculer us ,uzetuy.

2. a) Montrer que pour toutnde N* ,ona:0 < Ups < U

b) En déduire que la suite (u,) est convergente et calculer sa limite.

3. Soit (v, ) la suite définie pour n de N* par:v,= -,
n

a) Montrer que (vn) est une suite géométrique dont on précisera le premier terme et la raison.

b) Calculer la limite de (v,).

c) Calculer u,enfonctionden.
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Exercice 3:
U, =2

Soit (up) la suite définie par : u’+3u,
u j—

=——_—1" neN
" 3u,+1

1. a) Montrer que pour tout entier naturel n,ona: u, > 1.

b) Montrer que la suite (u,) est décroissante. En déduire que (u,) est convergente.

u, -1

2. On pose pour tout nde N, v, = .
u, +1

a) Montrer que pour tout entier n, 0N a : Vps1 = Vy°.

b) En déduire que : v, = (vo)zn pour tout n de N .

c) Calculer lim u, et lim vj.

n—+oo n—+w

n
3. On pose pour toutnde N, S, = z vy -
k=0

3" 3n
1
a) Montrer que pour tout entier n, on a: (gj < gj
b) Montrer que ( Sn) est croissante.
) 1 1
c) Montrer que pour tout entier n, on a —<§ <2|1-——|.
3 i 3 (n-+1)

d) Montrer que (Sy) est convergente et donner un encadrement de sa limite.

Exercice 4:

Soit (uy) la suite définie par u, = 2% pour toutn > 0.

1. Montrer que la suite (uy,) est décroissante et convergente.

2. Montrer que pour toutn>0o0na: Uy+1 = %un + zin
En déduire lim u,
n—+oo
d - _ 2 3 n
3. On pose pour toutnde N*, Sy, =1+ §+?+'"+ T -

Montrer que S, =-u, +4 (1 -2%). En déduire lim S,

n—-+w
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4 M

4. On pose pour tout n de N*, v, =n(sin X)n_l ol X est un réel de I’intervalle }O,%[.

a) Montrer que 0 <v;, < u, pour tout n de N*. En déduire limv,.

n—+oo

b) Montrer que, pour tout nde N*, 0ona: vy = (Sin X)v; +(sin x)n

c) On pose pour toutnde N* : T,=1+2sinx + 3(sinx)’ +..+n(sinx)""
1-(sinx)" 1-sin"x

Démontrerque : T, (1-sinx)=-(sinx) V,+ . : .
1-sinx 1-sinx

En déduire la limite de la suite (T, ).
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Exercice 1:

Pourtoutnde N, u, = 22:1.

1.a) Pourtoutnde N, u_,—u, = 22:13_ 2';:1: ;:12 <0

Donc la suite (u, ) décroissante.

D’autre part, pour toutn de N, u, >0 donc la suite (u, ) est minorée par 0, il en résulte que la

suite (u, )est converge vers un réel £

1 2 1 2
b) Pour toutnde N, v, =u_, —gunﬂ =——> 6t VvV, =U, —§un =g

donc v, ., =§ v, d’ou la suite (v,) est geométrique de raison 3
1 .
Comme = ¢ ]—1,]{ alors la suite (v,) est converge vers 0.

n-1
2.Pourtoutn >2, S =>u,

k=1
S TP 1. 1 1
a) Pour toutn >2, > v, =v, 221 =) = = (1-=—).
= _% 9°2° 3" 3" 3

n-1 n-1 1 n-1 n 1 &
Ve =2 % T3 20 K :Z”k 'g(zuk‘un)

k=1 k=1 k=1 k=2 k=1

n-1
donc Y v, = -u+Sy - =S, +-u,

k=1
n-1
Z vp=-ur+ zSnJrlun. Ainsi : 1(1— 1»111) :—1+1un+28n < 2S5, :4:—i_1—un
~ 373 30 3 33 3"

1 1

et par suite S, =2 -

n-

737 2

3. a) Pour tout x e]z,g[ ,ona tgx>1donc (tgx)»>1 etparsuite a, > 2n+ 1.

4

Comme lim 2n+1=+o0 alors lima, =40

nN—>+o0 N—+o0

n—-+x

b) Six = % alors pour tout nde N, ap= (2n+1) (fanx)"=2n+1 etdonc lima, =+w.
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. " a o2k +1 1 4
Pour tout entier n, b, = k — = 2k +1) . Or 2k +1) est la somme des
! ; n“+1 =n?’+1 n® +1kz=;‘( ) Z(;( )

(n + 1) premiers termes d’une suite arithmétique de raison 2 et de premier terme 1 donc

n n+1)°
Z(2k+1)=(n+1)1+2—n+1=(n+1)2 . Il en résulte que pour toutnde N, b, :(2—).
k=0 2 n-+1
1+2+ L
) ‘L=
ona: limb, = lim 22"y —n_n® g
n—+o0 n—+o0 n-+1 n—-+o0 1 1
+ 2
n
Exercice 2 :
1u=—u=E u—éu—etu——ui
- U2 1m g 376 27 4= 373"

3 3
2. a)Ona: uzzzul et u2:§ donc 0<u, <u,

On suppose que pour un certain rangn 22, 0<u,, <u,
et on montre que 0<u ., <uU_ ,
Ona u,,, =2nn——:22Un+1 et U,,=20doncu,,=0
n+2 —N
Dautre part U, , —U,,; = on+2 Uni —Una :munﬂ <0 donc u,,<U,,.
Ainsi: 0<u,,<u. ,

D’ou pour tout entier nde N*, 0<u, ,<u,.

b) On a (un) est décroissante et minorée par O donc (un) est convergente .

, : . .n+1 .1 1 1
Soit /=Ilimu,, /=Ilimu,=Ilimu_, et lim——=Iim=-+—==

n—>+0 N—>+0 N—>+0 n—>+o0 2N n—>+0 2 2N 2

Il en résulte que €=%€<:>€=0

n+1
tn 1 1 1
Ynit_ 20 _~Un_"y  donc (va ) est une suite géométrique de raison 5

3. a v, =—"= =
) Vo ntl n+l1 2n 2"

1
et de premier terme V, = U, = >

n-1 2
On a donc , pour tout n de N¥, Vn=1 1 = 1 =i.
2\ 2 2

N—-+o0

1 1 .
On a (vn) est une suite géométrique de raison > et > € ]—1,1[ donc limv, =0.
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u
b) On a pour tout nde N*, L =v_ < U =nv_<Uu =—.
n

n n n n 2n

Exercice 3:

1.a)Ona U, =2 donc U, >1.

On suppose que pour un certain rang n dans N* ona U, >1 et on montre que U, >1.
u? +3u (u, -1)°
i l=——-1l="— >0 donc u,,=>1.
3u; +1 3u; +1
On conclue que, pour tout n de N*, u, >1.
3 2 _
b) Pour tout n de N*,  un+1 —un =w-un:_2u“ (Zu“ 1) _-2u, (uy 21)(un+1) )
3u; +1 3u; +1 3u; +1

Comme pour tout nde N*, u >1 alors U,,,—U, <0 d’ou la suite (un) est décroissante.

La suite (un) est décroissante et minorée par 1 donc (un) est convergente.

(un _1)3
u,-1 3u+1 (u -1 P
n+. — n — n :V
U+l (u, +1)° (u,+1 "
3u? +1

2. a) Pour tout entier natureln , V,,, =

b) ona: (v,) =(V) =V,

n 3n+1

. 3
On suppose que pour un certain rangn, V, = (Vo) et on montre que V ;= (V0

voa =) = (o) | =(v)" =(v0)

3n+1

. . 3"
Par suite, pour tout entier naturel n, vV, = (VO) .

¢) Soit /= limu,, comme pour tout neN, u, >1 alors ¢/>1.

N—+o0

_x*+3x
3x%*+1

D’autre part un+1 = f(un) avec f(X) et comme f est continue sur [1, +oo[ dou f

est continue en ¢ alors €=f(£)<:>f3+3€:3€3+€<:>2€3—2€<:>f(€—l)(€+1)=0.

Il en résulte que ¢ =1.
_ . . u, -1
Par ailleurs lim v, = lim =0.

nN—>+w0 n—+o0 un +1

130 11 1 13><0 10 130 13><0
2.a)Ona: [—j [—j =— et (—j =(—J =1 donc (—j S(—j .
3 3 3 3 3 3

3
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1 3 1 3n 1 3 1 3(n+1)
On suppose que (gj < (5] , NeN et on montre que [gj < (éj
3" 3n 3" 3n 341 3n+l
) ) =3 =56 =) <)
3 3 33 33 3 3
3"x3 3"+ 3 3"+ 3 3(n+1)
or 0< 1 <1 donc (lj < (1) & [lj < (lj donc (lj < [lj .
3 3 3 3 3 3 3
1

3" 3n
1
Par suite , pour tout n de N, (5) < (éj .

A

N ) est croissante.

n+l n
b) Pour toutn eN, S, -S = ZVk _ka =V,, >0 donc la suite (S
k=0 k=0

1

c) La suite (S ) est croissante donc (Sn) est minorée par son premier terme S; =V, = 3

n

n 3k

n 3k n
D’autre part, S, = ka = Z(%) il en résulte que S, < Z(%j .
k=0

k=0 k=0

1 n+l

1-| — B n+l

n (1)\* “(1jk {27] 27 (1) 27[ 1} [ 1}

Or ol B N (P S L VAN L Y iy B (UL I P [

;;(SJ kZ: 27 1 e 27 26| 3 )
27

1
Par conséquent, pour tout nde N, § <2 1_W} .

1 1
On conclue que pour tout n de N, 3 <§, < 2[1—W:|.

1
d) On en déduit que pour tout entiern, S, < 2[1—W} <2.1IL en résulte que (Sp) est

croissante et majorée par donc la suite (Sn) est convergente .

n+l
Soit /= 1limS,, Comme ie]—l,l[ alors lim 2{1—%}: lim 2[1—(ij j|:2
3(n+1)

Nn—>+0 27 n—+0 Nn—>-+o0 27

1
Par conséquent 3 <1L2.
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Exercice 4:

On apour toutn>0: u,=

2n-1 :

~n+l1 n 1-n

n n_n—1=nSO
2 2 2

1. Pour tout entier n non nul, U,,; —U

Donc la suite (un) est décroissante.

Or pour tout nde N*, u_ = >0 donc la suite (un) est minorée par O.

n 2n—1
I1 en résulte que la suite (un) est convergente.
1 1

1
+—==u +—.
2" 2 2"

n
2n—l

n+1 n 1 1
2. Pourtoutnde N*, U, =——=—+—=—
2 2" 2" 2

Dou limu_ = lim —I'm1 1—1I'm lim 1
ou limu,=limu , =Ilim=-u +—==limu, +lim —

n—+o0 n—>+w0 n—>+wo P 2 n—>+x Nn—>+00

1. .1 : .1
On en déduit que — limu, = lim — ou encore limu,=2Ilim— .

2 N—>+o0 n—+0 2 N—>+oo n—>+a0 2N

1 .1 .
Comme — € ]—1,1[ alors |lim — =0 et par conséquent limu, =0.
2 N+ N N—>+o0

3. Soit, pourtoutnde N*, S, =1+ %+%+...+L_1 :
2 2 2"

1 1 n 1 & LI
On a , pour tout k >1, uk+l:Euk+? donc Zum = 3 Zuk +Zz_k
k=1 k=1 k=1

1
1- =
Dou: —ui +Un+1+Sn = lSn+1—2:lsn +1——n ou encore —S, =u1—un+1+1—in
2 1_1 2 2 2 2
2
Oru1=letun+l=1un+i donc 1Sn:—lun—l—Z—i
2" 2 2 2"

dou S, =-u, +4—i =-u, +4(1_iJ )
2" 2"

Ona: limu, =0 et |imin:O donc limS, =4.

n—+o0 n—+w 2 n—+0

. 1 . n—
4.a) Ona x e}o,%[ donc O<smx<§ d'ou pour tout de N*, 0<(sinx) lszl
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. = n
Il en résulte que pour tout n de N*, 0 <n(sm X)n '< - < O<yv, <u,

n

On sait que limu, =0, il suitque limv, 6 =0.
N—+o0 n—+o0
b) Pour tout n de N*, v, =(n+1)(sinx)" =n(sinx)" +(sinx)" =sinx.n(sinx)" +(sinx)’

=(sinx)v, +(sinx)"

c) Soit Tha =1+ 2 sin x + 3 (sin x)? + ..... + n (sin x)n-1 = z V, ,pour nde N*.
k=1

On a , pour tout k de N* et pour tout x de }0, Z{ Vi =(sinx) v, +(sin X)k

Donc ivk+l =sin x.zn:vk + i(sin x)k
k=1 k=0 k=0

ol (smx)
= V, =sinx ———— +(sinx) T
Z k —sin X ( )T
1-(sinx)"
= V. -V, + = sinx ———— +(sinx) T
Zk 1+ Vo rpemed CLERN
1-(sin x)" .
< T,-V;+V,,; = sinx ——— +(sinx) T,
1-sinX
. o 1-(sinx)"
< (1-sinx) T, = sinx ——— +V, -V,
1-sinx
. . 1-(sinx)" . . n
< (1-sinx) T, = sinx ——— + 1 -V, .sinx — (sin x)
1-sinXx
sinx

< (1-sinx)T, = [1+ ](1 sin" x) -V, .sinx

1- sin™ x
& (1-sinX) T, =———— —V, .sinx
1-sinXx
) _ 1-(sinx)"
D’ou on a : pour tout n de N*, (1—S|n X)Tn :—_—(sm X)Vn
1-sinx
_ _ . 1-(sinx)" . .
Donc lim (1-sinx)T, = lim #—(sm x) lim v,
N—>+0 n»>+o  1—8IN X n—+w

N—>-+oo nN—-+o0

Or limv, =0 et SinXe}O,%[c]—l,l[ donne lim (sinx)" =0 Donc

lim (1-sinx)T, Y o im T __

N—>+o0 1-sinXx N—>-+oo (1—sin X)2
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