Mr ABIDI Farid Série 2 : suies réelles 4AM-SE-ST |

Exercice 1

. 0
Soit 6 €]0, g[. Pour tout n € N, on pose U, = 2"sin2—n et v, =2"tan o

Montrer que (u,) et (v,)sont adjacentes et déterminer leur limite commune.

Exercice 2

Soitf : x+— x —x2? et (u,) lasuite défi nie par uy €]0,1] et u,1 = f(u,).

1. Montrer que pourtout ne N, 0<u, < n+11

2. En d éduire que la suite fu,,) est croissante et admet une limite ¢ €0, 1].

3. En posant v,, = nu,,, montrer que la suite (V.11 — V,,)) a une limite que I'on déterminera.

Exercice 3

1

———  ,neN
Un+m

Soit la suite (u,) defi niepar uy >0 et u,,, =

1. Montrer que pour tout n > 0, 0< Ug,41 < 1.

2. Calculer u,.o — U, et montrer que la suite Us,,. 1) est croissante.

3. Montrer que s Iir+n Uzpi1 = a < 1, @dors n(Ug,,1 — Usg,—1) @ une limite non nulle.
n—-0o0

1

Sachant que Ii£n a+ %—F T ﬁ) = +o0, conclure.

4. Montrer que Iir+n u, = 1.
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Exercice 4

On définit la suite (u,,),en de nombres réels en posant

u=1

1

U, =U,_1+ pour tout n > 1.
Un—1

Partie A
1. Montrer que pour toutn € N, u,, > 1.
2. Montrer que la suite (u,,),cn €St croissante.

3. Montrer que la suite (U, ).y Ne poss éde pas de limite finiel

4. D éduire des questions précédentes que Ii+m U, = +oo.

Partie B

1. Ecrire u, - u,_; €t u,+u,_; enfonctionde u,_;, e montrer que

pour tout NneN*, 2<u?-u? ,<2+U,—U, ;.
2. En d éduire quepour tout n € N*, 2n<u? —1<2n+u, -1

V2n

n

3. Pour tout n € N*, on pose Vv,, =

En déduire de ce qui précéde que (V,,).en+ €St une suite convergente dont

on précisera la limite.
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Exercice 1

0 T
Comme pour tout n € N, — €]0, 5[, ona u,>0etuv,>0.

2n
Upt1 sin 52+ 1
n+1
Calculons ntl_ 9 2 T = > 1
Un SN 57 COS znrT

car sin 2z = 2 cos z sinz. Donc la suite (u,) est donc croissante.

0
. v tan sa7r
Maintenant pour (vy,), calculons 4% = 2 ; -
Un tan 5
2tanx 2tanzx
Ortan2z = ———— donc ——— " = 1 —tan?z
1 —tan®x tan 2x
. v . Lo
Par suite ntl — 1 — tan? on < 1 . Donc la suite (vy,) est décroissante.
Un,
sin %
D’autre part Un_ _ 2 = cos L <1 donc u v
n an o

Donc les suites (uy) et (v,) sont adjacentes .

lim u,= lim v,= 1lm 6§ —— = ¢,
notoo 1 m—too n—+o0 2
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Exercice 2

1. On a pour tout z € R, f'(z)=1—z.

On obtient le tableau de variation suivant :

T —o0 0 % 1 +00
f'(x) + 0 -
1
f(@) !
—o0 N, —©

Ona: £(0,1) =)0, 1.
Si u,, €]0,1], alors u,+1 €]0, 1].

Si uy, < %H’ alors pour n > 1, f étant croissante sur |0, %], ona: flu,) < f(n%rl), d’out

1 1 n 1

< ~ = < .
ST T D2 (1) St 2

Sin =1, alors uy = f(up) €]0, 1] et donc 0 < u; < 1.

2. Calculons (n+ Dups1 —nu, = (n+1)(uy —u2) — nuy
= up[(n+1)(1 —uy,) —n

= up[l —(n+1)u,] > 0.

Donc (nuy,) est croissante. De plus : 0<nu, <n <1

n+1

On en déduit que (nu,) est convergente vers un réel ¢ €]0, 1].

3. Soit v, = nu,. On a :
N(Vns1 —vn) = n[(n+ Dupp1 — nuy) = n[(n4+1)(up — u2) — nuy)

= nup[(n+ 1)1 —uy) —n] = nupl — (n+ 1)uy]
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Donc N(Vns1 = Vn) = nuy[l — nuy, — uy] >0

1
car (uy) tend vers 0 puisque 0 < u,, < R La suite (n(vn41 — vy,)) converge vers £ (1 —2).
n

Exercice 3

1.Ona: 0<u = < 1.

Uo—l-l

1
u1+%

Puis comme uy = et % <ui+ % < %, c’est-a-dire % < u1 < 2, on trouve

2L i lcor i<
373573 3 WS

Supposons pour n > 2 que 0 < ugpt1 < 1, alors

14—t L mr2 <on+2
u n .
om+ 2 Mm+2  oan43 o 2t

<
9 1 2 U2n+1 +

2n 4+ 2 1

D
®ont3  2m+3

< Ugnt2 + ,on a bien : ugpy3 < 1.

1
2n+ 3

e 1 n+1 ot
. na: u = =
T s (i Dun +1

" 1 n+2 n+2 [(n+ Du, + 1](n +2)
2: prm— prm— prm— 5
" oy (A up + 1 n+2) e+ 2+ 1)+ (n+ Dun +1
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Lot wpry—u, = [(n+ Duy, + 1](n+2) o
wre T m+2)(n+1)+mn+Du,+1 "

(n+1D(n+2u, + (n+2)— (n+1)(n+2)u, — (n+ Du2 —u,
n+2)n+1)+(n+1u, +1

(n+2) — (n+1)u2 —uy,
m+2)n+1)+ (n+Du, +1

Comme 1 est racine du polynome —(n +1)X? — X + (n+2), on a :

(up, — D)[(n+ Duy +n + 2]

U — Uy = —
T T T )+ D)+ (n+ Duy, + 1
. (u2ns1 — 1)[(2n + 2)ugni1 + 2n 4 3]
On obtient alors  u —u = — > 0.
s LT T 90 4 3) (2n + 1) + (20 + 2)ugngr + 1

3. On suppose que lim wugp1 = a < 1, alors
n——+00

(UQn_l — 1)[277,UQn_1 + 2n + 1]
2n(2n + 1) + 2nugp41 + 1

Un4+1 — U2n—1 = —

)

d’ou
n(u tom_1) (uon—1 — 1)[2ugp—1 + 2+ 1]n? (ugn—1 — 1)[2ugp—1 + 2+ 1]
2n+1 — U2pn—-1) — — = -
22+ ) + 2 4 22+ 3) + 2 4 ]

a—1)(a—2 1 —a?
= n(Ugnt+1 — U2n—1) n:m —( )4( ) = 5 > 0.

On en déduit que

1—a?

lim n(ugpi1 — uzn—1) >
n—-+o0o 4
1—a?

Il existe donc N tel que pour tout n > N, on a : n(uznt1 — Uzn—1) > —
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Donc
N 1 —a?
U2N+1 — U2N -1 AN
S 1 —a?
U —u _—
2N+3 2N+1 AN+ 1)
< 1 —a?
U2N+5 — U2N+3 AN +2)
- 1—042_’_1—042+ 1—a? n +1—a2
U — UgN— [P
bl TN 4 AN T 4(N +1) An?
1—ao? 1 1. 1-a? 1 1
On en déduit que ugy41 > uoy_1 + 4a (1+ 5 + ...+ E) — 404 (1+ 3 + ...+ ﬁ)

et que (ugn+1) diverge, donc contradiction.

1
4. Soit Ugp = ———— — 1.
Up—1 + 5, "t

(u2n) et (u2n+1) converge vers 1, donc (u,) tend aussi vers 1.
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Exercice 4

Partie A

1. Montrons par récurrence que: pour tout n, up > 1.

Ona wu =1 donc u,>1.

Supposons que, pour n > 2 fixé, u, > 1. Montrons que c’est encore vrai a lordre (n + 1).

1 .. .
Comme u, > 1, — est positive, donc on a aussi Up+1 = Up + — 2> 1.
Un n

Donc pour tout n € N, u,, > 1.

2. Uy — Up_1 = > 0. On en déduit que (u,) est croissante.

Unp—1
3. Raisonnons par 1’absurde: Supposons que (u,,) converge vers £.

1 1
unﬂ:un+7;»£:£+z;»£2:e2+1;»1:0,

Un

donc contradiction. On en déduit que (uy,) n’a pas de limite.

4. (uy) n’est pas majorée. En effet si elle est majorée et croissante, elle converge.

Or elle n’a pas de limite, donc elle est non-majorée.
Soit M € R. Comme (u,) est non majorée, il existe ng € N tel que uy,, > M.

Comme cela est valable pour tout M € R, , on en déduit que lirf Uy, = +00.
n—-1+oo
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Partie B
1
1.On a Up — Up_1 = et Uy + Up—1 = 2Up_1 + .
Unp—1 Un—1
On voit que uf —ui_y = (tn — Up—1)(Up + Un—1) =2+ —— > 2
Up—1
car —— > 0. Comme (uy) est croissante, on a
Up—1
1 1
Up > 1= > —,
Un—1 Up—1
) s 2 2
d’ou 2<u, —up_ 1 <24 Uy — Up—1.
2. Ecrivons 2< uf—ud <24 u; —up
2< ud—u? <2+wux—w
2 < ui—ui_l <24 U, —up
2n < u? —ud < 2n + up — ug
Comme ug = 1, on obtient bien on < U121 —1<2n+u, — 1.
- 1
3. Multiplions chaque membre par —, on a
un
2n 1 2n 1 1 1 2 1 1
— <‘1—-4§ < ‘§'+""_“§ S 1-—=< ‘ﬁ‘+"""‘*
u2 um o un o Up Up uz w2 ou,  ul
' 1 1 < 2n
On en déduit que un W2

1, 1
Cela donne 1—— <v, <1l-——.
Un, u?

On en déduit immédiatement que lim v, = 1.
n—-+00

Année 2008-09 © www.mathsecondaire.net page 9/9



