Mr. ABIDI Farid Suites réelles 1 4M_SE_ST

Exercice 1
Soient (@, )nen € (B,)necn deux suites atermes dans R et convergeant vers 0.
Que dire de la limite de lasuite (U, ),y d éfinie par u,, = Zn;‘j:% ?

Exercice 2
1. Soit (u,) et (v,) deux suites dans [0, 1] telles que ”T u,.v, = 1
Etudier la convergence de chacune de ces suites.
2. Soit (u,) et (v,) deux suites r éelles telles que Ii+m (U2 +u,v, +Vv2) =0.
Montrer que Ii+m u, =0 et Iir+n v,, = 0.

3. Montrer que s les suites (u,, + V,,) €t (u,v,) convergent vers 0, alors les suites

(u,) et (v,) convergent aussi vers 0.

4. On supposeici quepourtout ne N, 0<u,<3et0<v, <2

S (u,V,) tend vers 6, que peut-on dire de (u,) et de (v,) ?

Exercice 3

Soit (a,)nen UNe suite born ée telle que pour  toue N, 2a, < a,:1 + a,_1.

On pose b, = a,41 — a,.

1. D émontrer que (b,),cn converge et que i im b, =0.

2. Montrer que la suite (a,,),cn €St convergente.
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Mr. ABIDI Farid Suites réelles 1 AM_SE_ST

Exercice 4 1 1 1
H > . I ANA ’IL: _— —_— T

Soit k € N, k > 2. Montrer que la suite de terme généra u n+1+n+1+ i

est convergente.

Exercice 5

Etudier lalimite de chacune des suites suivantes (u,,), (v,) et (w,) :

14 U+ 20+ 4l
T (n+1)!
U+21+ ... +n!
2: Vo = n!
U+2+ .. +nl
3 Wo = =i

ok

Exercice 6

Soitu, = n—+/(n+ a)(n+ b). Etudier la convergence de (u,,).

Exercice 7

Pour n € N*, on pose u,

Z\/n+k (n+k+1)

Montrer que (U,),en- €St Une suite convergente et que : 1 < lirf u, < 1.
n—-+:0oo

Exercice 8
Pour n € N, on pose u,, = cosn &t v, =sinn.

Montrer que les suites (U,),>o €t (V,)n>o Sont divergentes.
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Mr. ABIDI Farid Suites réelles 1- Corrigé 4M_SE_ ST

Exercice 1

u _an+bn> an+bn _ an+bn — 1
On a: " a2 402 7 a2 +2anb, 02 (an+b0)2  an +by

Donc lim wu, = +oo.

n—-4o0o
Exercice 2
1. Pour tout n € N, on a: 0 < up.vp < Up,v, <1,donc lim wu, = lim v, =1.
n—-+o0o n—-+4o0o

s 2 2 _ Un \2 § 2

2. Il suffit d’écrire Uy, + upvp + v = (up + 5 )+ 4Un-
Cela montre que lim v, =0, puis lim wu, =0.
n—-4oo n——4oo

3. De méme, il suffit d’écrire uZ 4+ 02 = (un + vn)? = 2upvy.

Donc (u? + v2) tend vers 0, puis de méme pour (uy,) et (vy).
n n

u
4. Pour tout n € N, on a: Ogun§3:>0§§n§1
v
0<v,<2=0< <1
et 2
. UnUn nUn
Il vient donc <o, <2et <u, <3
Par passage a la limite, on trouve nEIfOO vp =2et ngrfoo Up = 3.
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Mr. ABIDI Farid Suites réelles 1- Corrigé 4M_SE_ST

Exercice 3

1. Pour tout n € N

2an < apg1 + ap-1 = 2an — Ap 15 Gppl = OGp — Ay 1 < Apl — A = bn—l < by.

Cela implique que la suite (b,)nen est croissante. Donc pour montrer qu’elle est convergente, il
suffit de vérifier qu’elle est majorée. Comme la suite (a,)nen est bornée, il existe m et M tel que :
vneN m<a,<M=-M< —a, <—m.
11 vient alors b, = ap4+1 — a, < M —m, donc (b, )nen est convergente.

Supposons par l'absurde que £ = lim b, > 0. Dans ce cas, ¢ > %. Il existe alors N € N tel
que pour tout n > N n—+00

)4
Ap+1 — An > b
4
QAp — Ap—1 > b
l
an—1 —ap—2 > 3
14
aN+1 — N > 3

En faisant la somme, on trouve :
l l
(pt1 — QN > (n—{—N+1)§ = Gpi1 >aN—|—(n+N+1)§.

14
Comme lirf (ay + (n+ N + 1)5) = 400, il y a contradiction avec le fait que la suite (a,)nen
n—-—+0oo

est bornée.

On arrive aussi a une contradiction si on suppose £ < 0, donc finalement on ne peut qu’avoir
£=0.

2. Pour tout n, on a : nt1 — 0 < 0= apt1 < ap.

La suite (an)nen est décroissante et comme elle est bornée, elle converge.
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Mr. ABIDI Farid Suites réelles 1- Corrigé 4 M _SE ST

Exercice 4
kn+k 1 1
Onécrit : Upp1 — Up = Z — -
m=kn-+1
et dans cette somme, chacun des k termes est supérieur ou égal au dernier ok
kn+k 1 K 1 n+
D - 2 =
one mz%ﬂ m kn +k n+1
ce qui montre la croissance de (Un)neN-
kn 1
De plus, dans 'expression u,, = Z —,on majore chaque terme pas le premier .
m +1
m=n-+1
(k—1)n
<——<k-1

On a alors Uy < nrl S )

ce qui montre que (u,)pen est majorée, donc converge.

Exercice 5

1+20+ . —1)! 1
1. Comme u,, = A+ A )—i- ,on a
(n+1)! n+1
(n—1)(n—1)! 1 n—1 1
=0<u, < ,
"= (n+1)! n+1 _un_n(n+1)+n+1
donc (uy,) converge vers 0.
N+20+ . +(n—1)!

2. Ecrivons Up = ( ) +1l=up1+1

n!

On en déduit que (v,) converge vers 1 car (u,) converge vers 1.

+214 .. +n!
3. Ecrivons Wy, = = Un—1+n,
(n—1)!
done (w,) diverge vers +oo .
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Mr. ABIDI Farid

Suites réelles 1- Corrigé

4M_SE_ST

. +21+ . +nl
3. Ecrivons Wy, = = Up_1+n,
(n—1)!
donc (wy,) diverge vers +oo.
4. 11 suffit d’écrire
n
k! 4+20+ ... +n! 1
xn_kzo(n+1)!_(n+1)! D! gl
donc (x,) converge vers 0 .
Exercice 6
2 b 2 _ 2 _ _
Par quantité conjugué, on a : wu,, " —(ntanth I nb —an — ab
n++/(n+a)(n+b) n++/(n+a)(n+b)
___ nlbta)tab  =n (b+a)+ 2
n++n+a)(n+b) n b
(n+a)n+b) 1+ 1+ H1+2)
—(a+0b)—2

) a+b
donc nEIJIrlOO Up = — 5

1+ na+l
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Suites réelles 1- Corrigé 4 M _SE_ST

Mr. ABIDI Farid
Exercice 7
n+1 n
1 1
Un+1 — Upn = -
* kzl\/(n+k+1)(n+k+2) ;\/(n—i-k:)(n—i-k—i-l)
1 1 1 1 1 1 1 1
= : tot —— —— + . + :
Vn+2 / n+3 V2n  Von+l V2n+1 V2n+2 V/2nt+2  /2n+3
_ 1 1 1 1 1 1
v+l V/ n+2 + Vn+2 v/ n+3 S V2n .\/Qn—i—l
B 1 N 1 B 1
\/(12n+1)g2n +2) , \/(Qn—ii2)(2n+3) V(n+1)(n+2)
= + — .
\/n+1(\/4n+2 VAn £ 6 \/n+2)
1 1 1 1 1 1 2 1
Or + — > + — = — =0,
Vin+2  VAin+6 Vn+2 " VAn+8 VAn+8 Vn+2 2vyn+2 Vn+2

donc uyp+1 — uy > 0. Done (uy,) est croissante.

Par ailleur, on a :

1 1 n
n+k)n+k+1)>n+k)?=> < = Uy < —— < 1.
( ) )> ) Vin+k)(n+k+1) n+tk n+k

Comme (up)nen est croissante et majorée, elle converge. Posons ¢ = lir}rq Up,.
n—-+oo

11 1>1
_2__|__ .

1 1 1 1
Vv V5 V3

Ona: uy = . .
T Vel V212 +¢2+2 V2 +3

1
Il est clair que ug > 1, et pour tout n > 2, u, > % et il vient : 3
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Exercice 8

Pour tout n, on a : ui +v, =1

Supposons que (u,) converge et posons f = lirf Uy -
n—-roo

Comme cos( n+ 1) = cosn cos1 —sinnsin 1,

on a Up41 = Upcosl — vy sinl
Upn41 = Upsin 1 + vy, cos 1.
On en déduit L (4 cos1 )= i L (fcos1—sin1)
n en déduit que Up = ——(Uup cos 1 — upy1 im v, = — cosl —sinl).
4 " sinl " nt n—too ' sinl
Donc (v,) converge aussi. Soit £ = lim wuy,.
n——+00

Donc (v,,) converge aussi. De la relation u2 + v2 = 1, on en déduit que £ et £

ne peuvent pas étre nulles en méme temps.

Or Upt1 + Up—1 = 2upcosl = 2¢ =20 cos1 = 1 = cos 1.

C’est absurde, donc (u,) n’est pas convergente.

De méme si (v,) converge, alors Un+1 + Un—1 = 2upsinl = lm_ wu, = —.
n—+00 sinl

Ceci n’est pas possible puisque (uy,) est divergente.
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