Mr ABIDI Farid 4 A

Isométries —Déplacements & antidéplacements

Exercice 1 -

Soit ABCD un rectangle tel que AB=2AD.
On designe par E et F les milieux respectifs

des segments [AB] et [CD]. A D
L4 4
1. Caractériser S5 oSy €t Siug 0S -
2. Caractériser S ;) oS et Sy oS -
el IF
3. Soit f =S oS ur °Sg) -
a) Montrer que f =S Sy ©S -
b) Identifier f.
4. Identifier t 205, €t t 205,
L L
B C

Exercice 2 :

Soit ABC un triangle direct et
isocéle en A, D le symétrique de
B par rapport a (AC) etl le
milieu du segment [BC].

1. Montrer qu’il existe une unique
isométrie f qui fixe A et qui
envoie Ben Cet CenD.

2. Onpose g =S, °f.

a) Déterminer g(A), g(B) ,
g(C) et g(l).
b) Montrer que g est une
symétrie orthogonale que
I’on caractérisera.
3. Identifier f.
4. Onpose h=Sg oS

Ac) ° S(AB) :
Montrer que h est une symétrie
glissante que I’on caractérisera.
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Isométries —Déplacements & antidéplacements

Exercice 3 :

Dans le plan orienté, on considére un losange ABCD tel que : AB=5 et (ﬁ) = g[Zn].

On désigne par |, J, K, L, et O les milieux respectifs des segments [AB], [BC], [CD], [DA]
et [BD].

On appelle (A) la médiatrice de [AB] et (A’) la médiatrice de [CD].

1. Soit f I'isométrie du plan définie par: f(A)=B, f(B)=D et f(D)=C.

a) Démontrer que, s'il existe un point M invariant par f, alors M est équidistant des points A, B, C et
D.

b) L'isométrie f admet-elle un point invariant ?

V4
2. Soit r la rotation de centre B et d’angle —5. Démontrer quef=1 o S, .

3. Soit s; la symétrie orthogonale d’axe (BC).

a) Déterminer I'axe de la symétrie orthogonale S, telle que I =S, ©S,.

b) En deduire que f =s,ot,, ou t, est une translation que I’on précisera.

: . 1> .
4. Soit t, la translation de vecteur EAD' onpose g=t, of.

a) Déterminer g(D), g(l) et g(O).
b) En déduire la nature précise de la transformation g.

c) Démontrer alors que f est une symétrie glissante que 1’on caractérisera.
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Isométries —Déplacements & antidéplacements

Corrigé

Exercice 1:

1. Les droites (AB) et (EF) sont perpendiculaires en E donc S(AB) oS

est la symetrie

(EF)

centrale de centre E c'est-a-dire : S,5 ©S) =S¢

AEFD est un carré de sens direct donc

28] (2] )

Il en résulte Sias) °S, Ay OSt la rotation de centre A et d’angle . 2(—%} = —% , C'est-a-

dire S,g) °Sur) = r(A'l] :
2
2. Ona (AD)// (AF) et t_:((EF))=(AD) donc S5 °Ser =tz =tez-
Les droites (ED) et (BF) sont paralleles car BFDE est un parallélogramme ,
t, »((BF))=(DE) et CE est un vecteur normal & (BF)
—CE

Donc S °Sgr) =tz

3. a)Onsaitque: f=Sg oS, oS, - Pour démontrer que f =S oSy S il
S &R) S
Comme AEFD et BCFE sont deux carrés de sens direct alors

(ﬁ)z(fﬁ%(ﬁ?ﬁ)[zﬂ] (‘K‘ﬁ’)——+4[ 7] (‘KFB)__[zﬂ]

Ainsi les droites (BF) et (AF) sont perpendiculaires en F par conséquent
S oS( AF) =S..

(AF) (cD) °(AB)

suffit de démontrer que Sgp, ©S,

(AF) — (cD) "

(BF)

Or les droites (DC) et (EF) sont aussi perpendiculaires en F donc S(EF) oS

Par suite : f =S S g S

=S, .

(cD)

(cD) (AB) "

b) Les droites (CD) et (AB) sont paralléles et t,((AB))=(CD) donc

S(CD) ° S(AB) =l

Ainsi f =S ot 5. Comme AD est un vecteur directeur de (EF) alors fest la

%
symeétrie glissante d’axe (EF) et de vecteur 2AD .

4. AB est un vecteur normal a la droite (AD) donc I’idée est la suivante : on décompose
la translation t en produit de deux symétries orthogonales de fagon a avoir

tig =S, °Siap) AVeC A=t,_((AD))=t;z((AD))=(AE).

ilensuit: 1205, =Sag) °Siap) °S(an) = S(ag -
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Isométries —Déplacements & antidéplacements

Corrigé

— . . . Y 9 4
AC n’est ni un vecteur directeur de (AB) , ni un vecteur normal a (AB) donc I’idée
est la suivante : on décompose la translation t_> de la maniere suivante :

te=leg =gl o.

AC AB+AD AD
AINSi 1208 55 = Lz ot50S ) = L5050 45 S ) OU A’:téﬁ((AB)) est la
2
médiatrice du segment [AD].
—_—
Par conséquent : t;zoS 5 =t;z0S, et comme AB estun vecteur directeur de la

droite (A') alors t;2°Sap) €St la symétrie glissante d’axe (A") et de vecteur AB.

Exercice 2 :
1. Ona:A, B et C sont trois points non alignés.
Comme ABC est un triangle isocele de sommet principal A alors AB = AC .
D’autre part , D est le symétrique de B par rapport a A donc AB=AD d’ou AC=AD.

A est le milieu du segment [BD] et les droites (AC) et (AB) sont perpendiculaires donnent
(Ac) est la médiatrice du segment [BD] d’ou CB=CD.

Donc il existe une unique isométrie f qui fixe A et envoie B sur C et C sur D.

2. a) g(A) = S(Ac ( ) AC( (A)):S(AC) (A):A
9(B) = Siu) °f (B) =Sac) (F(B)) =Sa (C) =C
(C)_ SAC Of( ) ( (C))=S(AC)(D)=B
| est le milieu du segment [BC] donc g(l) est le milieu du segment g([BC]) = [CB]
Donc g(I) = 1.

b) On a d’une part : g est une isométrie et comme g(B) =Cet C =B alorsg = 1d,
et d’autre part : A=1,9(A)=Aetg(l)=1.
Ilen résulte que g=S,,

3. 9=S) & Sac) °F =S ©Sac) °Siac) °F =Siac) °Siay & F =Siac) °Sian

Or (AI,AC s—[27z] donc f=r ..

4 (+3)

4. Remarquons d’abord que les droites (AB) et (AC) sont perpendiculaires donc
S(AB)oS =S,.

Ainsi =S, S xc) °Siag) =Siac) °Sa-

(BC) ~ (AC)
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Isométries —Déplacements & antidéplacements

Corrigé
L’idée consiste a décomposer la symétrie centrale S, de fagon a obtenir :

h=Sg S, S, telleque A, est laparallele a (BC) passant par A et A, est la
perpendiculaired A, en A . C'est-a-dire A, =(Al) et t>(A,)=(BC) donc

Sac) ©Ss, =tz

D’ou h= tzﬁoS( Al h est donc la symétrie glissante d’axe (AI) et de vecteur 2Al.

Exercice 3 :

1. a) On suppose qu’il existe un point M invariant par f .

Ona:
{f(M): M {f(M) =M {f(l\/l) =M
= MA=MB , =MB=MD et = MD=MC
f(A)=B f(B)=D f(D)=C

D’ou MA =MB =MC = MD.
Ainsi, s’il existe un point M invariant par f alors M est équidistant des points A, B, C et
D.

b) Raisonnons par 1’absurde et supposons que f admet un point invariant M, il en résulte
gue M est un point équidistant des points A, B, C et D.

De MA =MB, on déduit que Me(A)
et MC =MD , on déduit que Me(A').
Ce qui est absurde car les droites (A) et (A’) sont strictement paralleles.

Par suite, f n’admet aucun point invariant.

2. Ona:
> f(B)=D et roS,(B)=r(A)=D,
> f(A)=B et roS,(A)=r(B)=B,

> f(D)=C et roSA(D)
direct.

r(D)=C car BCD est un triangle équilatéral

D’autre part , les points B, A et D ne sont pas alignés

Ainsi, les isométries f et roS, coincident en trois points non alignés donc f=roS,.

= —= T
3. a) Comme (BK,BE)E—E[ZH'] donc S, © Sy :r(Bﬁ%]: r.

Pour quer= s 08, =S, °s,, il faut et il suffitque s, =S, .
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Isomeétries —Déplacements & antidéplacements

Corrigé

Ainsi I’axe de la symétrie orthogonale s, est la droite (A").
b) f=roS, =s,05,05, =505 .05,
9 hY
comme A'=t_(A) et IB estun vecteur normal a (A) alors f=s ot >=s ot >.
. —
Onconclue que f=s ot, avec t, estlatranslation de vecteur AB.

4, a)Ona: g=t, of =t,_,of

EDA
g(D)= tz’lof(D):tzfl(C):J ,
I est le milieu du segment [AB] donc f(I) est le milieu du segment f([AB]) = [BD] d’ou
f(l) = O.
On en déduit que : g(I) = t, " of (1)=t,(O) =

- - —= 1=
car O milieu de [BD] et I milieu de [BA] donc OI:EDA.

O milieu de [BD] donc f(O) milieu de f([BD]) = [DC] d’ou f(O) = K.
Par suite : g(0) = t, " of (0)=t,”(K)=0

1—>

- - — 1=
car O milieu de [DB] et K milieu de [DC] donc KO:ECB:EDA.

b)Ona:

» (g est une isométrie ,
> g(D)=J et J=D donc g=1Id,

» O=1, g(0)=0 et g(I)=I
Donc g=S,,.

) t, of =gt of :S(m) Sty ot, o =1, 03(0,) =3 :tlﬁgos(o,)

1 —
Donc f est la symétrie glissante d’axe (Ol) et de vecteur —AD.

4 A
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