Mr ABIDI Farid aM

Congqgruence (1

Exercice 1
1. Calculer le reste de la division par 11 de chacun des nombres 1, 4', 4, 4°, 4* 4’

2. Calculer le reste de la division par 11 de chacun des nombres 4°,4'°.4% 4% 4% 4>
3. Calculer le reste de la division par 11 de chacundes nombres 4°", 4™ 47"+ 403 43044
4. Calculer le reste de la division par 11 de chacun des nombres 4°%, 4732 4%

5. Calculer le reste de la division par 11 de chacun des nombres 11257°*, 1125772, 11257

Exercice 2

Démontrer que, quel que soit I'entier naturel n>1
1. 32" 42" est divisible par 7

2. 32" +2°" est divisible par 11

3. 3.5 +2°"2 est divisible par 17

Exercice 3

Si I'entier n n'est pas un multiple de 3,
2°"4+2" +1 est divisible par 7
3*"+3"+1 est divisible par 13
5" +5"+1 est divisible par 31

Exercice 4

Calculer le reste de la division de
102 10" +1  par 7
10 +10** +1  par 11

Exercice 5

Déterminer , pour p=123,4, les restes de la division de 5" par 13.
En déduire, que pour tout entier naturel n supérieur ou égal a I,

le nombre N =31"""+18*"" est divisible par 13.
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Congruence (1

Exercice 6

Montrer que :
Si un entier relatif x est solution de Iéquation x*>+x=0 (mod 6)
alors x =0 (mod 3) ou x=2 (mod 3)

Exercice 7

1. Montrer que 5° =1 (mod 13), 5'=5 (mod 13) , 5" =-1 (mod 13) et 5°=-5 (mod 13).
2. En déduire que, pour tout ke N, 5* =1 (mod 13), 5***'=5 (mod 13),

5% =_1 (mod 13) et 5" =-5 (mod 13).

3. Déterminer I'ensemble des entiers naturels n tels que 5°"+ 5" =0 (mod 13).

Exercice 8

n désigne un entier naturel

1. Etudier suivant les valeurs de n, le reste de la division euclidienne de 7" par 9.

2. Démontrer que, quel que soit n, 7" +12n—1 est divisible par 9.

Exercice 9
1. Soit x un entier relatif. En discutant suivant les valeurs de x modolo 9, déterminer
le reste de la division euclidienne de x’ par 9.

En déduire que pour tout entier relatif x, on a:
x’=0 (9)=x=0 (mod3)
x’=1 (9) ©x=1 (mod3)
x’=8 (9) <= x=2 (mod3)
2. On considére trois entiers relatifsx, y et z tels que x’ +y’ +2z’ soit divisible par 9.

Démontrer que I'un des trois entiers x, y ou z est divisible par 3.
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Congruence (1

Exercice 10
On considére dans 1'ensemble des entiers relatifs ' équation x* — x+ 4 =0

A. toutes les solutions sont des nombres pairs
B.il n'y a aucune solution
C. les solutions vérifient x=2 (mod 6)

D. les solutions vérifient x=2 (mod 6) ou x =5 (mod 6).

Exercice 11

On considére les deux nombres n =1789 et p = (1789)""”

On a alors:

A. n=4 (mod17) et p=0 (mod17)
B. p est un nombre premier

C. p=4 (mod17)

D. p=1 (mod17)

Exercice 12

1. Soitn un entier naturel non nul
a) Cdculer poumi {0, 1,2,3, 4,5}, lereste deladivison de 3" par 7
b) Démontrer que, quel que soit l'entier naturel n, 3¢ ° 3" [7].
c) De maniere générale, comment peut-on calculer,pour tout entier naturel n, le reste de la
divison de 3" par 7 ?

d) En déduire le reste deladivision de 3%°%

par 7

2. SoitU,=1+3+3%+...+3"" oun est un entier supérieur .2
a) Montrer ques U, est divisible par 7, alors 3" ° 1[7].
b) Réciproguement, montrer quesi 3" ° 1[7] adorsU,° 0[7].

¢) Endéduirelesvaleursdentelles queU,, soit divisible par 7.
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Congruence (1) Corrige

Exercice 1

4°=1 (mod11); 4'=4 (mod11) ; 4°=5 (mod1l) ; 4°=9 (mod1l) ;
4*=3 (mod 11).4°=1 (mod 11)
2.
4°=1 (mod 11); 4°=(4%)" et 4°=1 (mod11) ; 4" =(4°) et 4°=1 (mod11)
plus généralement

P our tout entier naturel n, 4 =(4°)" et 4" =1 (mod11)

3.
4 =(4°)" et 47 =1 (mod11)

4" =#)4 et 47=4 (mod11)
472 = (4°)"47 et 42 =5 (mod 11)
47 (Y4 et 47 =9 (mod 1)
4574 = (4°)"4* et 4°*=3 (mod 11)

4,

43 =444 = (45 4% ou 304=4 (mod5) et 4% =3 (modll)
472 =474 =(4°)* 4 ou 732 =2 (mod5) et 4 =5 (modll)
47T =44 =(4)7 .47 ou 877=2 (mod5) et 477=5 (mod 11)

5.

puisque 11257 =1021.11+4 alors 11257=4 (mod 11)

et (11257°* =3 (mod 11)
(11257 =5 (mod 11)

(11257)"" =5 (mod 11)
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Exercice 2

1)

3=1 (mod7)
3' =3 (mod7)
3* =2 (mod 7)

Congruence (1) Corrigé

2°=1 (mod7)
2'=2 (mod 7)
2’ =4 (mod 7)

et donc 3*™ =2" (mod 7)

soit 32"t =3 3%

et 2" =4 20

ainsi  3""*'4+2™?=2"3+4) (mod 7)

2)

3° =1 (mod 11)
3'=3 (mod 11)
3° =9 (mod 11)

3)
5°=1 (mod 17)
5'=5 (mod 17)

5°=8 (mod 17)

pour n=>1

2°=1 (mod 11)
2'=2 (mod 11)
2’ =4 (mod 11)
2°=8 (mod 11)
2%=5 (mod 11)
2°=10 (mod 11)
2°=9 (mod11)

2°=1 (mod 17)
2'=2 (mod 17)
2°=4 (mod 17)
2° =8 (mod 17)

34 2m2 =0 (mod 7)

pour n=>1

32n + 26[1—5 — 32n +26(n—1)+l

3425 =9n p9nlp (mod 11)
=9""(9+2) (mod 11)
=0 (mod 11)

3X52n—1 + 23n—2 — 3X52(n—1)+1 +23(n—1)+1 — 15X52(n—1) +2X23(n—1)

3x5% 4 2372 = 5% 4+ 2x8" !

=8""'(15+2) (mod 17)

=0

D
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Exercice 3

Ona 2°=1(mod7) , 2'=2 (mod7), 2°=4 (mod7) et 2°=1 (mod?7)

et les restes de la division par 7 des puissances de 2 se retrouvent de 3 en 3

d'ou des congruences modulo 3.

Soit encore : tout nombre entier naturel §' écrit suivant 1'une (et une seule) des 3 formes

n=0 (mod3) ou n=3k 2= =1 (mod7)
n=]l (mod3) ou n=3k+1 et 2% =22 =2 (mod7)
n =2 (mod 3) ou n=3k+2 232 =22 (2*)* =4 (mod7)

esin=1(mod3) oun=3k+l
alors 2°" = 2°CGD =22 (2°*)* =4 (mod 7)
2" =200 =21 2%)=2 (mod 7)
si n=1(mod3) ou n=3k+1 alors 2°"+2" +1=0 (mod 7)

et 2*" +2" +1 est divisible par 7 si n=1(mod3) ou n=3k+1

®sin=2(mod3) oun=3k+2
alors 27" =22682 =21 232Dy =2 (mod 7)
2" =20 =272y =4 (mod7)
si n=2 (mod3) ou n=3k+2 alors 2”"+2"+1=0 (mod 7)
ou n=3k+2

et 2*" +2" +1 est divisible par 7 si n=2 (mod 3)
e si n=0 (mod3) ou n=3k
alors 22" =22GY =1 (mod7)
2"=2%=1 (mod7)
si n=0 (mod3)  ou n=3k alors 2" +2" +1=3 (mod 7)

et 2> +2" +1 n'est pas divisible par 7 si n=0 (mod3) ou n=3k

——
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Congruence (1) Corrigé

3°=1 (mod 13)
3' =3 (mod 13)
37 =9 (mod 13)
3*=1 (mod 13) et les restes de la division par 13 des puissances de 3 se retrouvent

de 3 en 3 d'ou des congruences modulo 3.

Soit encore : tout nombre entier naturel s'écrit

suivant I'une (et une seule) des 3 formes
n=0 (mod 3) ou n=3k 3 =3 =1  (mod 13)
n=1 (mod 3) oun=3k+l % | o330 23 (mod 13)
n=2 (mod 3) ou n=3k+2 3342 Z32(P) =9 (mod 13)

®sin=1 (mod 3) oun=3k+l1
alors 3" =36V =32 (3%)2=9 (mod 13)
3" =3 = 3(3°) =3 (mod 13)
si n=1 (mod 3 ou n=3k+1 alors 3*" +3"+1=0 (mod 13)

et 2°" +2" +1 est divisible par 13 si n=1(mod3) ou n=3k+]1

®sin=2 (mod 3) ou n=3k+2
alors 37" =30k =31 (33Z*D)= 3 (mod 13)
3" =30 =323%)=9 (mod 13)
si n=2 (mod 3) ou n=3k+2 alors 3" +3" +1=0 (mod 13)
et 3°"+3"+1 est divisible par 13 si n=2 (mod3) ou n=3k+2

®sin=0 (mod3) oun=3k
alors 3" =3*Y'=1 (mod 13)
3"=3%Y=1 (mod 13)
si =0 (mod3) ou n=3k alors 2°" +2" +1=3 (mod 13)

et 2°" +2" +1 n'est pas divisible par 13 si n=0 (mod3) ou n=3k

Méme résultat avec 57" +5" +1 est divisible par 31
puisque

5°=1 (mod31)

5'=2 (mod31)

52 =25 (mod 31)

5°=125=124+1 ou 5°=1 (mod31)
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Congruence (1) Corrigé

Exercice 4

10°=1  (mod 7)
10'=3 (mod7)
10°=2 (mod 7)
10°=6 (mod7) ou 10°=-1 (mod7)
10°=4  (mod 7)
10°=5 (mod 7)
10°=1 (mod 7)
Dans la division par 7 des poissances successives de 10
les restes se retrouvent de 6 en 6, d'ou une
congruence modulo 6.
10°=-1 (mod 7)

0" =(10°)".10 = 10" =3.(-1)" (mod 7)
106+2 = (103n+1)2 — 102 =2 (mod 7)

6n+2

le reste de la division de 10" +10°™" +1 par 11 est

{ 6 si n est pair

0 si n est impair

10°=1  (mod 11)
10'=—1 (mod1l)
102=1 (mod 11)
Dans la division par 11 des poissances successives de 10 les restes se retrouvent de 2 en 2,

d'ou une congruence modulo 2.
10°=-1 (mod 11)

0% =(10°)".10° =10 =(-1)"  (mod 11)
06n+4 (103n+2)2 :>106n+4 =1 (mOd 11)

le reste de la division de 10°"* +

10°% +1 par 11 est
{ 3 si n est pair

1 si n est impair
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Congruence (1) Corrigé

Exercice 5

On a les congruences modulo 13 suivantes :
5'=5 (mod 13)
5 =12 (mod 13) ou 5 =-1 (mod 13)
5'=8 (mod 13)
5*=1 (mod 13)
On retrouve les restes de 4 en 4 ,donc une
congruence modulo 4.
5=1 (mod 13)
5%*'=5 (mod 13)
5%*2 =12 (mod 13)
577 =8 (mod13) ou encore 5*"7"*=8 (mod 13)

puisque 31=5 (mod13) et 18=5 (mod13)

alors

N=31""+18""=5""+5"" (mod 13)
mais aussi

N=5""45"0 0 (10d 13)

soit

N=54+8 (mod13) ou N=0 (mod13)

ce qui prouve que N=31""+18""" est divisible par 13

Exercice 6

x=0(mod6) =x'=0 (mod6) =x +x=0 (mod6)
x=1(mod6) =—=x*=1 (Mmod6) = x>*+x=2 (modH6)
x=2(mod6) =x*=4 (mod6) =x*+x=0 (mod6)
x=3(mod6) =x'=3 (mod6) =x’+x=0 (mod 6)
Xx=4(mod6) =x=4 (mod6) =X +x=2 (mod 6)
x=5(mod6) =x’=1 (mod6) =x’+x=0 (mod 6)
Les solutions de I'équation x*+x=0 (mod 6) sont donc

x=0 (mod6) ou x=2 (mod6) ou x=3 (mod6) ou x=5 (mod 6)

solutions que I'on peut aussi écrire x=0 (mod3) ou x=2 (mod 3)

. _______________________________________________________________________________________________________________________________________________________________]
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Congruence (1) Corrigé

Exercice 7

1. 5°=1 (mod13) 5'=5(mod13) 5*=-1(mod13) 5°=-5 (mod 13)

5*=1 (mod 13)

2.Dans la division par 13 des puissances successives de 5, les restes se retrouvent de 4

en 4 respectivement 1,5,—1,—5,1,....... d'ou une congruence modulo 4 pour les restes

des divisions par 13 des puissances successives de 4.

54 = (5" et 5*=1 (mod13)
Sl —(5Yy 5t et 5%+ =5 (mod 13)
5H2 = (550 et 5 =—1 (mod 13)
5P =(5H5T et 5% =—5 (mod 13)

3. On doit étudier les 4 cas

0 (mod4) = 5°+5°=2 (mod4)
1 (mod4) = 5 +5'=4 (mod4)
en=2 (mod4) = 5'+5°=0 (mod4)
3 (mod4) = 5°+5°=-6 (mod4)

e nN=

e nN=

e nN=

L' ensemble des entiers naturels n tels que 5" +5" =0 (mod 13) est donc n =2 (mod 4)

que l'on peut aussi écrire n =2 +4k avec keN

Exercice 8
1. 7°=1 (mod?9) 7'=7 (mod 9)
7’ =4 (mod 9) 7’ =1 (mod9)

Les restes des divisions de 7" par 9 se retrouvent de 3 en 3, soit des congruences modulo 3.

n=0 (mod3) =7%=1 (mod9)
n=1 (mod3) =7*"=7 (mod9) keN
n=2 (mod3) =7 =4 (mod9)
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Congruence (1) Corrigé

2) si n=0 (mod3) ou n=3k
alors 7" +12n—1=1+123k -1 (mod9)
=94k (mod9)
=0 (mod9)

si n=1 (mod3) ou n=3k +1
alors 7"+12n—-1=7+12.3k+1) =1 (mod 9)
=9.(4k +2) (mod9)
=0 (mod?9)
si n=2(mod 3) ou n=3k + 2
alors 7"+12n—-1=4+12.3k +2)—1 (mod9)

=9.(4k +3) (mod9)
=0 (mod9)

Exercice 9

1. x=0 (mod9) = x’ =0 (mod?9)
x=1 (mod9) =x’=1 (mod?9)

x=2 (mod9) = x’=8 (mod?9)
x=3 (mod9) = x’ =0 (mod9)
x=4 (mod9) = x’=1 (mod9)
x=5 (mod9) = x’=8 (mod9)
x=6 (mod9) =x’=0 (mod?9)
x=7 (mod9) =x’=1 (mod?9)
x=8 (mod9) = x =8 (mod9)

x*=0 (mod9) & x=0 (mod9) ou x=3 (mod9) ou x=6 (mod9)
& x=0 (mod3)

x’=1(mod9) < x=1(mod9) ou x=4 (mod9) ou x=7 (mod?9)

< x=1 (mod 3)

x’=2 (mod9) &x=2(mod9) ou x=5(mod9) ou x=8 (mod9)
< x=2 (mod3)
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Congruence (1) Corrige

2. Si l'on ne tient pas compte de I'ordre, on a I'un des 6 cas suivants:

i) 0+0+0=0 (mod?9) i) 0+0+1=1 (mod9)
iii) 0+0+8=8 (mod9) iv) 0+1+1=2 (mod?9)
v) 0+1+8=0 (mod?9) vi) 0+8+8=7 (mod?9)

pour que X +Yy +2z° soit divisible par 9 (X3 +y +2° =0 (mod 9) ) ,

il faut se trouver dans le cas 1) ou v)

soit x=0 (mod9) et y=0 (mod9) et z=0 (mod9)
les trois nombres sont divisibles par 3 ou

soit x=0 (mod9) et y=1 (mod9) et z=8 (mod?9)

I'un des nombres est un multiple de 3,
le second est un multiple de 3 augmenté de I,
le troisiéme est un multiple de 3 augmenté¢ de 2

Exercice 10

si x=0 (mod6) alors 0°-0+4=4 (mod6)
si x=1 (mod6) alors 1*-1+4=4 (mod6)
si x=2 (mod6) alors 2°-2+4=0 (mod6)
si x=3 (mod6) alors 3°-3+4=4 (mod6)
si x=4 (mod6) alors 4*-4+4=4 (mod6)
si x=5 (mMod6) alors 5 —-5+4=(0 (mod®6)
Réponse D

les solutions vérifient x =0 (mod 6) ou x=5 (mod 6)

Exercice 11

n=1789 et p=(1789)"

1789 =4 (mod 17), (1789)*=—1 (mod 17), (1789)’ =—4 (mod 17) et (1789)*=1 (mod 17)

et donc une congruence modulo 4 pour les restes des divisions des puissances successives
de 1789 dans la division par 17

puisque 2009=1 (mod4) alors p=(1789)"" =4 (mod 17)

Réponse D
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Congruence (1

Exercice 12

1. Soit n un entier naturel non nul.
a) De proche en proche nous avons : Po 1 (mod 7), 3to3 (mod 7) , Fo (mod 7) ,
3°° 6(mod7) ,3'° 4 (mod7) ,3°° 5(mod 7).
b) Nous pouvons écrire FPo 1 (mod 7) donc 3P0 1 (mod7) e, par suite, quel que
soit l'entier naturel n, 3% 0 3" (mod 7).
c) De maniére générale, tout entier naturel n sécrit n =6 q +r our appartient a

{0, 1,2, 3,4, 5} (divison euclidienne de n par 6).

Alors quel que soit I'entier naturel n, 3" © 3" (mod 7) .

d) 2003=(6" 333) +5donc:3°°%%0 3 %t 3290 5 (mod 7) .

SoitU,=1+3+3+... +3" ou n est un entier supérieur a2
a) U, est lasomme des termes d'une suite geométrique de premier terme 1 et de raison 3 donc :
2U,=3"-1.

S U,, est divisible par 7 il en est de méme de 2J,, donc nous avons 3" © 1(mod 7).

b) Réciproquement si 3'° 1 (mod 7)alors 2U,, © 0 (mod 7) . Or 7 est premier avec 2 donc d'aprésle

théoreme de Gauss, 7 divise U,,.

c) U, esdivisblepar 75, et seulement si,3"° 1 (mod 7) donc d'aprésla premiére question si,
et seulement s, n est multiple de 6.
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