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1. Soit n un entier naturel non nul.  

a) Calculer pour n ∈{0, 1, 2, 3, 4, 5}, le reste de la division de 3 n par 7.  
b) Démontrer que, quel que soit l'entier naturel n, 3n+6 ≡ 3 n [7].  

c) De manière générale, comment peut-on calculer, pour tout entier naturel n, le reste de la

 division de 3  n par 7 ? 

d) En déduire le reste de la division de 3 2003 par 7.  

2. Soit U n = 1 + 3 + 3 2 + … + 3 n–1 où n est un entier supérieur à 2.  

a) Montrer que si U n est divisible par 7 , alors 3  n ≡ 1 [7].  

b) Réciproquement, montrer que si 3 n ≡ 1 [7] alors U n ≡ 0 [7].  

c) En déduire les valeurs de n telles que U n soit divisible par 7.  
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�� � ��� � 
 � ��� � �)����

� 
� 
� �

�
�

��� ≡ ������

��
� ≡ −����

�� ≡ ������

&�
� � 	� � ��'����
 � ��� ������� � ������
��� ��
������'�� ��� ��� 	�� � ������ ��� � �����
'�
� � �� � � �
 �  (�

� +�, �

� ��
��
�
�� �)��
	� �  *

��$ ≡ −������

��
$
 + = -��

$
.


*��

 � ��
$
 + ≡ -−�.
 �����

��/
+ " = -��$
 + . ���/
+ " ≡������

	� � ����� � �� �	� � ��'����
 � �� ���
/
 +" + ��

$
+  +�� ��� �������

���������
� $� �� � 
 � ��� � ����

������ � 
 � ��� � �)����

� 
� 
� �

�
�

Exercice 4

��

���

��

��

��

��

-)���0.

-)���0.

-)���0.

-)���0.

-)���0.

-)���0.

-)���0.

-)���0.

-)���0.

-)���0.

-)���0.

-)�����.

-)�����.

-)�����.

-)�����.

-)�����.

-)�����.
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�
:
 �� �	�� � ��
��
�
����)��
	� ��$��
�'�
��� 4

��#� ≡ # �� -)����$.

��#
 ≡� �
��� #

 ≡ −��

��#$ ≡ 1��

��#" ≡ ���

:
 � �����
'�� 	�� � ������� �� � " � �
 � " ( ��
�� 

�

��
��
�
�� �)��
	� � "*

��#
"
 ≡ ��������

��#"
 +� ≡ # ����

��#"
 + ≡ � ���

��#
"
 +$ ≡ 1��� ��� �
� �
���� ���#

"-
 −�.+ $ ≡ 1 ����

�
��2
� ��$� ≡ #��� ����� ����1 ≡ #���

�	��� �

� = $�
" 
+� +�1"
−� ≡ #

"
 +� + #
"
−�

���

)��� � �
���

� ≡ #
"
+� + #

"-
 −�.+$
���

����

� ≡ #+ 1��� ���
 ���� � ≡ ���

�� �2
� � ���
'� � 2
� � � = $�
"
+� +�1" 
−�

���� ���'���5	� � ��� ��$

�� �

Exercice 5

Exercice 6

3 ≡ � �� � 3
 ≡ � � 3

 + 3 ≡ � ��

3 ≡ ���� � 3 ≡� � 3 + 3 ≡  ��

3 ≡  �� � 3
 ≡ " � 3

 + 3 ≡ � ��

3 ≡ $�� � 3
 ≡ $ � 3

 + 3 ≡ ���

3 ≡ " �� � 3 ≡ " � 3 + 3 ≡  ��

3 ≡ #�� � 3
 ≡ � � 3

 + 3 ≡ ���

��� � ��	
���
�� �� � 	+ �2
����
 � 3 + 3 ≡ � ��-)�����/ .� ��
� � ��
�

3 ≡ � �� �
 � 3 ≡  �� �
 � 3 ≡ $�� �
 �� 3 ≡ #��

��	
���
� �2
� � 	+ �
� ��
� � �
���� ������ 3 ≡ � ��-)���$.�� �
� 3 ≡  ��

�

-)����$. -)����$.

-)����$.

-)����$.

-)����$.

-)����$.

-)����$.

-)����$. -)����$.

-)����$. -)����$.

-)����$.

-)����$.

-)����$. -)����$.

-)���$.

-)���/.-)���/.-)���/.-)���/.

-)���/.

-)���/.

-)���/.

-)���/.

-)���/.

-)���/.

��

���

��

��

��

��

-)���/.

-)���/.

-)���/.

-)���/.

-)���/.

-)���/.

��

���

��

��

��

��

-)���/.

-)���/.

-)���/.

-)���/.

-)���/.

-)���/.
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�

#� ≡ ������ #� ≡ #���� #
 ≡ −����� #$ ≡ −#����

#
" ≡ �������

&�
� � 	� � ��'����
 � ��� ��$� ���� �
����
��� ��
������'�� �� � #( � 	��� ������ ��� � �����
'�
� � �� � " �

�
 " ��������'�)�
� ���(#(−�(−#(�(******* �+ �, � 

� � ��
��
�
�� �)��
	� �" � ��
� � 	�� � �������

��� ���'����
� � ��� ��$� ��� � �
����
���� �
������'��� �� � "*�

�

#
" 7 = -#

"
.
7
�������� �� �� #

"7 ≡ �������

#" 7+� = -#" .7 *#� �� �� �� #"7 +� ≡ #�����

#
" 7+  = -#

"
.
7
*#

 
�� �� ��#

" 7+  ≡ −������

#
" 7+$ = -#

"
.
7
*#

$
�� �� ��#

"7+ $ ≡ −#�����
�

Exercice 7

:
 ����� � ��
���� � 	�� �" � ���

• � 
 ≡ ��� � #
� + #

� ≡  ���

• � 
 ≡ ��� � # + #� ≡ " ����

• � 
 ≡  �� � #" + # ≡ � ���

• � 
 ≡ $ �� � #
/ + #

$ ≡ −/

�+ �
��)5	� � ���� �
������ 
��
��	� � 
 � ��	� � 2
� # 
 + #
 = � ��� � ��
� �
 ≡  ��

2
� � 	+ �
 � ��
� �
��� � ������� 
 =  + "7 ��'�� � 7 ∈�

�

�

�* �� 0� ≡�

�����

0
� ≡ 0

�����
0 ≡ "

�����

0
$ ≡���

��� � ������ � ���� ��'����
� ��� � 0


� ��� � %� ��� �����
'�
� �� � $� �
 �$(� ���� � ���� ��
��
�
����)��
	� � $*

� 
 ≡ � �� � 0
$7 ≡ �

� 
 ≡��� � 0$7 +� ≡ 0

� 
 ≡  �� � 0
$7 + ≡ "

��� 7 ∈�

�

Exercice  8

1.

2.

3.

-)���$.

-)���$.

-)���$.

-)���%.

-)���%.

-)���%.

-)���%. -)���%.

-)���%. -)���%.

-)����$.

-)����$.

-)����$.

-)����$.

�

�

�

�

-)����$. -)���".

-)���".

-)���".

-)���".

-)���".

-)���".

-)���".

-)���".

-)���".

-)����$.-)����$.-)����$.-)����$.

-)����$.
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 . ��� � 
 ≡ ���� �
� 
 = $7

������	��� �� 0

 +� 
 −� ≡�+� *$7 −����

����������������������������������� ≡ %*"7 ��������������

������������������������������������ ≡ ���

��� � 
 ≡���� �� �
 � 
 = $7 +�

������	��� �� 0
 +� 
 −� ≡ 0 +� *-$7 +�. −����

����������������������������������� ≡ %*-"7 +  .��������������

������������������������������������ ≡ ���

���� � 
 ≡  ��� �
 � 
 = $7 +  

������	��� �� 0

 +� 
 −� ≡ " +� *-$7 +  . −����

����������������������������������� ≡ %*-"7 + $.��������������

������������������������������������ ≡ ���

Exercice 9

�3 = � �� � 3$ = � ��

�3 =���� � 3$ =���

�3 =  �� � 3
$ = 1��

�3 = $�� � 3$ = � ��

�3 = " �� � 3$ =���

�3 = #�� � 3
$ = 1 ��

�3 = / �� � 3$ = � ��

�3 = 0 �� � 3
$ = ���

�3 = 1�� � 3
$ = 1��

3$ ≡ � ⇔ 3 ≡ � �� ���
 �� 3 ≡ $ �� ���
 �� 3 ≡ / ��

���������������� ⇔ 3 ≡ � ��

3$ ≡ ��� ⇔ 3 ≡ ��� �
 �� 3 ≡ "�� �
 �� 3 ≡ 0 ��

���������������� ⇔ 3 ≡ ���

3
$ ≡  ⇔ 3 ≡  �� �
 �� 3 ≡ # �� ���
 �� 3 ≡ 1 ��

���������������� ⇔ 3 ≡  �
�

1.

-)���$.

-)���%. -)���%. -)���%. -)���%.

-)���%. -)���%. -)���%. -)���%.

-)���$.

-)���%. -)���%. -)���%. -)���%.

-)���$.

-)���%.

-)���%.

-)���%.

-)���%.

-)���%.

-)���%.

-)���%.

-)���%.

-)���%.

-)���%.

-)���%.

-)���%.

-)���%.

-)���%.

-)���%.

-)���%.

-)���%.

-)���%.

-)���%.

-)���%.

-)���%.

-)���%.

-)���%.

-)���%.

-)���$.

-)���$.

-)���%.

-)���%.

-)���%.

-)���$.
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�� �	 + �
 � 
� � ���
� � ���� ��)��� � �� �	+ �����(��
 � � � 	+ 

 � ���� / ���� ��
�'�
��4

�.���� � + �+ � ≡ � �� ��. ���� + � +� ≡ ����

���. �� � + � + 1 ≡ 1�� �'.�� � + �+�≡  

'.��� � +� + 1 ≡ � �� '�. ��� + 1+ 1 ≡ 0��

��
� �2
� � 3
$ + ;

$ + <
$
����� ���'���5	� � ��� �% 3

$ + ;
$ + <

$ ≡ � ��( ) (�

�	 � 6�
� ��� � ���
'�� � ��
� �	� � ���� �.� �
 �'.

���� �� 3 ≡ ��� ��� � ; ≡ � �� �< ≡ � ��

	�� � ����� � 
�)5���� ��
� ���'���5	�� � ��� � $ �


���� � 3 ≡ ��� �� � ; ≡��� �� �< ≡ 1��

	+ 

 ���� � 
�)5��� ���� � 

�)
	���	� � �� �$(�

	� ���� �
�� ��� �

 �)
	���	� � �� �$� �
�)�
�� � �� ��( �

	� � ������?)� ���� � 

 �)
	���	� � �� �$� �
�)�
�� � �� �  �

2.

Exercice 10

�� �3 = � �� -)���/.� �	���� �
 − � + " ≡ "���

�� �3 =��� �	���� � −�+ " ≡ "���

�� �3 =  �� �	����  
 −  + " ≡ � ���

�� �3 = $�� �	��� � $
 − $+ " ≡ " ���

�� �3 = " �� �	���� " − " + " ≡ " ���

�� �3 = #�� �	��� � #
 − #+ " ≡ � ���

!���
�� � &�

	�� ���	
���
� � '���6��
� ��3 ≡ � ��� �
�� 3 ≡ #���

�


 =�01% ��� �� ��� � = -�01%. ��%

�01% ��� ≡ " ��� -�01%.
 ≡ −� -�01%.$ ≡ −" ��� -�01%." ≡ ����

�� � ��
� �

� ���
��
�
�� �)��
	� � " � ��
� �	�� ������� � ���� ��'����
�� ��� � �
����
��� ��
������'��

�� ��01%� ��
� �	� � ��'����
 � ��� ��0

�
��2
� ��� ��% ≡���� -)���".�� �	��� � � = -�01%.
 ��% ≡ "����

!���
�� � &

Exercice 11

6$	���+0 6$	���+0 6$	���+0 6$	���+0, , et

6$	���+0

-)���/.

-)���/. -)���/.

-)���/. -)���/.

-)���/. -)���/.

-)���/. -)���/.

-)���/. -)���/.

-)���/. -)���/.

-)���%. -)���%.

-)���%.

-)���%.

-)���%.

-)���%.

-)���%.
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�-)���%. �-)���%. �-)���%.

�-)���%. �-)���%. �-)���%.



 

1. Soit n un entier naturel non nul.  

a) De proche en proche nous avons : 30 ≡ 1 , 31 ≡ 3 , 32 ≡ 2 ,  

33 ≡ 6 , 34 ≡ 4 , 35 ≡ 5 .  

b) Nous pouvons écrire 33 ≡ –1  donc 36 ≡ 1  et,  par suite, quel que 

soit l'entier naturel n, 3n+6 ≡ 3n . 

c) De manière générale, tout entier naturel n s'écrit n = 6 q + r où r appartient à
 
{0, 1, 2, 3, 4, 5} (division euclidienne de n par 6).  

 

Alors quel que soit l'entier naturel n,
 
3

 

n

 
≡

 
3r

 
. 

 
d) 2003 = (6 × 333) + 5 donc : 3  2003 ≡ 35 soit 3 2003 ≡ 5 .  

2.
 Soit Un = 1 + 3 + 32 + … + 3 n–1 où n est un entier supérieur à 2.  

a) Un est la somme des termes d'une suite géométrique de premier terme 1 et de raison 3 donc

 

:

 2U n = 3 n –1.   

Si Un est divisible par 7 il en est de même de 2Un donc nous avons  3n ≡ 1 .  

b) Réciproquement si 3n ≡ 1  alors 2Un ≡ 0 . Or 7 est premier avec 2 donc d'aprés le

théorème de Gauss,  7 divise Un.  

c) Un est divisible par 7 si, et seulement si, 3n ≡ 1  donc d'après la première question si,
 et seulement si, n est multiple de 6.  

Exercice 12� � � � � � � �
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�-)���0.

-)���0.-)���0.

-)���0.

-)���0.

-)���0.

-)���0.

-)���0. -)���0.

-)���0. -)���0. -)���0.

-)���0. -)���0. -)���0.


