Mr ABIDI Farid AM _SE_ST

EXERCICES SUR LES NOMBRES COMPLEXES

Exercice 1

Les quatre questions de cet exercice sont indépendantes.

-1

1. On définit pour tout nombre complexe z différent de O et de (F8%),= (2+3) -
z(z

Ecrire sous forme algébrique les nombres suivaritd~i) et f (&i).
2. Ecrire sous forme algébrique2+i)® + (1- 2 )*
3. Résoudre dans I’ ensemble des nombres complexes les équation suivantes :
a) 3z-i)-3-23BF (- De+i )
b) z—22= 9% 2

z-1+ 2

Z—1

4. Pour tout nombre complexe#i, On poseZ =

a) Déterminer I'ensemble (E) des poimtgz) pour lesqueldM '(Z) appartient a I'axe des réels.

b) Déterminer 'ensemble (F) des poixitéz) pour lesqueldM '(Z) appartient a I'axe des imaginaires.

Exercice 2

Le plan complexe est rapporté a un repere ortho&o(@ U;V) (unité graphique :4 cm)

On appelle A,B et C les points d’affixes respectiae 2i ,b=1etc= %+ i% .

On note | le milieu de[A’B],J celui de [B'C],K celde [C'A]

On considere I'application f du plan, qui a toutrpdV d’affixe z, associe le point M’ d’affixe zet
que Z = #z.

1. a) Déterminer les affixea',b'et ¢ des points A’,B’,C’ images des points A,B et C par
b) Déterminer les affixes des points I, J et K.

2. Calculer les affixes des vecteurﬁ; IK et KJ .

3. Montrer que le triangle IJK est équilatéral.

4. Soit (E) I'ensemble des points M d'affixes z tels quez-2i|=2.

a) Déterminer et construire 'ensemble (E)
b) Déterminer et construire I'image (Ede (E) par I'application f.
c) Donner une équation cartésienne de (E’)
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Exercice 3

Dans le plan complexe P, muni d'un repére orthonormal direct(O ; u, v), on considére les points A et B

d'affixes respectives : za=1, zg=1.

-1 .
On pose Z = = pour tout z # 1

1z+1
1. Déterminer les éventuelles valeurs de z telles que : Z=1+2i
2. a) Montrer que ‘ iz+1 \ = ‘ z —1 ‘
b) Déterminer et tracer ’ensemble (E;) des points M d’affixes z tels que |z ] =1

3. a) Enposant z=x+1y ou x ety sont des réels, vérifier que la partie réelle de Z est

2 _\2
__x+ty-l . o _ XYy XAy
Re(Z2) X2+ (1_y)? et que la partie imaginaire Im(Z) ot (1_y)?

b) Déterminer et tracer ’ensemble (E,) des points M d’affixes z tels que Z soit un nombre réel.

c) Déterminer et tracer I’ensemble (E3) des points M d’affixes z tels que Z soit un imaginaire pur .

Exercice 4
On donne les nombres complexes suivanig = 5v2 (A+i) et 2=-5(1+ i\/§).
1)  Déterminer le module et un argument des nombreplex®s : z, 2, 21, %

2) Soit Z le nombre complexe tel queZz= z.

Ecrire Z sous forme algébrique , puisssimrme trigonométrique.

3) Déduisez-en les valeurs exactes de%o et sin(lﬁ) .

12

Exercice5
On considere dans I’ensemble C des nombres complexes I’équation (E) suivante :

7? —(1+a)(1+i)z+(1+a2)i =0 oUaest réel.

1. a) Déterminer les racines carrées du nombre complexe —2i (1—a)2.
b) Déterminer en fonction de a les solutions z, et z, de (E).
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2. On désigne par M, et M, les images des solutions z, et z, dans le plan complexe

rapporté a un repere orthonormé direct (O, G,\?). On note M le milieu du segment [M,M, ].
a) Vérifier que z,, = (HTaj(H i).

b) Déterminer alors I’ensemble des points M lorsque a décrit R .

Exercice 6

1. On considérel'équation (E) z2+8=0, zc C.
a) D éterminer lesréelsab et ctelsque z2+8=(z+2)(az? +bz+ c).

b) Résoudre I'équation (E).
2. Le plan est muni d'un repére orthonormé direct, on considere les points A, B et C d'affixes
respectives z, =2, z, = -1+iV/3etz, = -1-iV3.

a) Faire unefigure.
b) Prouver gue le triangle ABC est équilatéral.

Exercice7
On considére I’équation (E) : z° — (4 +1)z2 + (7 + i)z — 4 =0 ou z désigne un nombre complexe.
Partie A :

1. a. Montrer que (E) admet une solution réelle, notée z;.
b. Déterminer les deux nombres complexes a et 3 tels que, pour tout nombre complexe z, on ait :

22— (@4+0)22+(T+1)z-4=(z-2) (z-2-2i)az+p)

2. Résoudre (E)
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Partie B :

Dans le plan muni d’un repére orthonormal direct ( O;  ; V), on considére les trois points A, B et C

d'affixesrespectives a=1,b=2+2i etc=1-1.

1. Représenter A, B et C.

2. Déterminer la nature du triangle OBC.

3. Que représente la droite (OA) pour le triangle OBC ? Justifier votre affirmation.

4. Déterminer la valeur du complexe d tel que le complexe < _cd = e_i; .

5. Onnote D le point d’affixe d . Quelle est la nature du quadrilatere OCDB ?

Exercice 8

Soit P le polyndme de variable complexe z défini par :  P(z)=2z" —\/5 2 —4 \/5 z—16

1. Donner la forme algébrique de P(iy) ouy € R

g

En déduire que I’équation P( z ) = 0 admet deux solutions imaginaires pures.

»

Déterminer lesréels a,betctelsque:P(z)=(z2+4)(az?+bz+c)

4. Résoudre alors P(z)=0

N

. On désigne par A, B, C, D les images des racines de I’ équation P(z) =0 dans un repére orthonormé

\2

Montrer que ces 4 points sont sur un méme cercle de centre ) d’affixe -
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(-iy-1 _1-2-11__ (£ R)3i5) 7 11

1-i)1-i+3) 4-i-4°-1 (3 5)3i5) 34 34

z-1_ 7Z-1_ 7-1 _( 2—1]:ﬁ
z(z+3)

f-i)=

f(z)==—F= = =
z(z+3) ZAz#3) ¢ z#3

.7 11

Donc f (I+i )=f (&i )—§1+?4|

u=(2+iP+(1-2Y=8+12-6-i + F b- 12 i8=- 92

3)a)3¢-i)36-2 3)F (- ¢+ I 3- izt = F 3 & O
o 2(4-4i)=-10-1 - 7= 0~ 2
4-4

-10-3 _-5-2__1(-R)# ) 3 T oo s:{—%—%i )

Or = =
4-4i  20-i) 2 (H ) ) 4 4

b)z- 2z= 9+ 2 Pour résoudre cette équation on ppsext iy z= x iy
2-22=9+2ie —x+ 3y=H A= x=-9et y=§ d'ou = - 9—2 i
z-1+2i

z-i
a) Ensemble des points M(z) pour lesquels Le pdi() appartient a I'axe desels (E)

4HZ= avec z£ iOnposez= »x iy etZ& X iY

X+iy=1+2i  (X-D+i(y+2) [Xx-D+iy+ 2J[ x—i(y—- 1)
x+iy—i  x+i(y-1)  [x+i(y-D1. [x=i(y-1)

X+iY =

OCD)x + (y+2)(y-1) - (Y-D+ix(Y+2) _ x*—x+ y*+ y=2+i (3x+ y-)
X2+ (y-1)° x* +(y-1)*

:xz—x+ V+ y-2 i 3xt y-1

x* +(y-1)* X+ (y-1)°
Dot Reg Je X =X XF Y H Y2 o gy y= 3XE YL
X2 +(y—1)2 X+ (y-1)?
, . < . N 3X+y-1 _ _
M " appartient a 'axe des reels signifie quedn¥ )- Gw = < 0x+§-1=0
X“+(y-

Donc (E) est la droite d'équation 3x +y -1 =0 privé de son point A d'affixe i.
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b) Ensemble des points M(z) pour lesquels Le pdi(f) appartient a I'axe des imaginaires (F)

2 X+ Y+ y-2 3x+ y-1
X2 +(y-1)° X+ (y-1)°
M'(Z) appartient a l'axe des imagires signifie que R&( 3 0.

Re@Z)= X =2 et Img ) Y=

2 _ _ 2 2
@X:X 2X+y2+)2/ 2:O<=>X2—X+y2+ y_Z:O.:,(X—}J —_1+( y-}-_lj __1—2:0
x> +(y-1) 2 4 2 4

1Y’ 1Y 5_ 1)’ 1\° 5
e | X—=| +| yt=| ——==0e | X—= | +| y+—=| ==

2 2 2 2 2 2
On reconnait I'équation cartésienne dwcledr de centre le poim(% —%j et de rayon g:@

2 2

Ainsi I'ensemble (F) est le cercle d'équat(on %) + [y + lzj :5E privé duipoint ().

(E)
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Exercice 2
1)
a)f (A)=A'- a':1+|2\/§a«:» a'= 1+|2\/—3>< 2ie a=—/3+i
f(B)=B - p=LtV3 13
2 2
f(C)=C' = c'=1+'\/§x —1+i£ - c'=_1+'\/_3
2 2 2 2
by o =3%b_1_ 13 1+i3) V3 1
2 2 2
‘]:b+C:1+ @ :C+a@ _—_1 1+£)’
2 2 2 2
2) Z.=2-2 < L:l+|£—l_\/—3+_]'i Z‘_ﬁ \/—_3_1
) b2 2 2 2 M 2 2
Z*:ZK_Z - Z——_§+£+ _1+£3 2= 71— Z = Z.:—3+ I:l.‘|'£3
IK 1K 4 2 2 4 KJ KJ 4 4

3) Zﬁx[1+i§j_£—+ ﬁ’j [\/73+i V3 :H:£3——3+i [—1+£3 =Z_.
2 2 2 2 K

2
g

On adonc Z-. —(—+|—
IK 2

1,43
2t
d'autre part aré;zm): a{{iﬂﬁ}zﬁ}— a{ +|—] a(ij;ﬁ) 72 )
«:arg(ZR)—ar Zﬁ): an{%ﬂ%j (Zr) or {1+ @J—I—T 02 )

3

xX7_.

1J

J3

D'une part‘Zm‘ = +|— 1

\zﬁ\@ IK=1J carl=
2
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/\ /

arg(Z,.)- ard Z) = (a IK) (@:19)=(13; 1K) (277). Ainsi (E(;l\?):’—;(zn).

Donc le triangle 1JK a deux c6tés égatxun angle égaleg , 1l est équilatéral
Autre méthode: calcul des longueurs: 17, IK et KJ.
4) Soit E I'ensemble des points M d'affixes z tejge:|z— 4= 2

a)|z-2|=2< |z- z|= 2= AM= 2 ,E estdonc le cercle de centretAle rayon 2.

1+iV/3 §
2

b) SoitE ' Iimage d& par la I'applicatién f :M(=M <' z=

arg(l +i/3 1+izﬁ #iV3_

1, donc on—

J_—(z ) et

d'ou: | z '=e?® z,c'est I'écriture complexe de la rotatiecentre O et d'anglg

L'image (E') de (E) par f estle cercle de centre A'imagepf etde méme rayon 2.

Construction :
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Exercice 3

1. Pour z#i, %=1+2i<:>z—1=(1+2i)(iz+1)<:>z—1=(—2+i)z+1+2i
1Z +
< (3-i)z=2+2i = (3+i)(3-i)z=(3+i)(2+2i)
<:>102:4+8i<:>z:g+ﬁi
5 5

2. @) |iz+1=i(z-i)| =li|.|z—i]=]z-1|.

b) Pour z=i, |Z|=1< Z—_l :1<:>|_Zj:1<:>ﬂzl<:>|z—]4:|z—i|
iz+1 liz+1 |z
< AM =BM

Donc I’ensemble (E,) est la médiatrice du segment [AB].

3. a)Siz=x+iy,avec (x,y) eR*\{(0,1)} alors
L (x+iy)-1 (x=1)+iy  [(x-1)+iy][(1-y)-ix]

Ci(x+iy)+1 (1-y)+ix X2 +(1-y)’
_(x—l)(l—y)+xy+i[—x(x—1)+y(1—y)]_x+y—1+i[—x2+x—y2+y]
- x? +(1—y)2 - x? +(1—y)2
Dol Re@)=—XY*L o im(z)= 2oV HXHY
x*+(1-y) X2 +(1-y)
) ~ X =y +x+y=0 [xX*—x+y’-y=0
b) Zestréel < Im(Z)—OQ{(X’y)i(OJ) {(x,y);&(o,l)
(oo [ -
= 2 4 2 4 = 2 2 2
(x.y)=(0.1) (x.y)=(0.1)

L’ensemble (E,) estdonc le cercle de centre Q(%+%ij et de rayon \/%:g
privé du point B.

X-y+1=0

(x.y)#(0.2)

L’ensemble (E3) est donc la droite d’équation x —y + 1 = 0 privé du point B.

) Z est imaginaire pur << Re(Z)=0 @{
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Exercice4
z,=5J2(1+i) et z=-5(+ i/ 3).Posons agr 6, 2 )etagh, (2 )
1) Module et arguments des nombres complexes; _;,i, :
2| =[sv2@+i)= /9w = & 2V 2= 10
52 _2

On a cog, = sid, =——=— don 6’1:5 & ).
10 2 4
2/=|-50+ 3) = §u+iV§=
(;0501:__5:__1 et i|192:__5/73:__\/73 doncﬁzz—z (27).
10 2 10 2 3
1 1 V4
= 10 ; argz=- argz=-— (Z’)‘—‘_—:_ carge=- amg=-— @)
z|=|2|= Z 2= 710 ; [=--

2) SoitZ le nombre complexe tel queZ= z

z=2 d'Ol‘J|Z|:é =1. argZ= arg2 = argz- argg @ )
4 4 4
2r T =117
argZ = 3 —(27T) T (21):— (2 ).
On en déduit la forme trigonométriquedle Z:= E:}%—T} (%}

Forme algébrique de Z:

_5(@+iW3)_ -1 WiV3_ -1 @iV 3)Ei ) £V 3} @V 3

zl 5J2(1+i) \/_2 i V2 @+H)a-i) al 2
_-1-43, 1—\/_3 . —x/—2—x/—6+i\/_2—\/_6
2 a2 4 4

3) En égalisant les formes algébrique et trigonométriquéatea

Z= _ﬁ_\@+iﬁ_\ﬁ3:co{£7)+i si’{l_&)
4 4 12 12
on en déduit que Cégiﬂj e R é%gr] 26
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Exercice5

1. a) -2i(1-a) =(1-i)’(1-a) =[(1-i)(1-a)]
Donc les racines carrées de —2i(1—a)2 sont
(1-a)(1-i)=1-a—i(1-a) et —(1-a)(1-i)=-1+a+i(l-a).

b) Le discriminant de I’équation (E) est A =-2i (1—a)2 et une racine carrée de A
est §=(1-a)(1-i)=1-a—i(l-a).

Les solutions de (E) sont donc :
(1+a)(1+i)—(1-a)(1-i) 2a+2i

Z,= > =a+i
ot 7, (I+a)(1+i)+(1-a)(1-i) 2+ 2ia 1iia
2 2
" 2,+2, (1+a), .
2. a) Mestmilieude [M|M,] < z,, =T<::>Z,\,I = (1+i).

0 2= 2 1) o oM = (G43)

Ainsi lorsque a varie dans R , M décrit la droite (D) passant par O et de vecteur directeur U +v.

Exercice 6
1. @ Ona(z+2)(az?+ bz+c) = az3 + b2 + cz+ 2az% + 2bz + 2¢ = az3 + (b+ 2a)z2 + (c+ 2b)z + 2c,

a

d' ou par identi cation : b+ 2a
c+2b

2C

o o O

Onobtient a=1, b= 2, ¢c=4 dou z3+8=(z+2)(z2-2z+4).
b) Les racines de I'équation 2> — 2z +4 = 0 sont 1 — iv/3 et 1 + iv/3 donc I'équation (E) a pour

ensemble de solution S = {~2,1 —iv/3,1 +4v/3} .

2.9
.B\/\ b) Ona: AB=+/(Xs —Xa)2+ (Y8 —Ya)?
— 3 2
) 33+ (V3)
o) Deméme: AC =/33+ (v3)2=2V3
/ e BC’:\/02+(2\/§)2:2\/§
C Donc le triangle ABC est équilatéral.
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Exercice7

1)  leréel xestsolutionde (E) <&  x’—(4+D)x2+((7+i)x—-4=0
& X?—4x2-ix2+ Tx +ix—4=0

3
= (x3—4x2+7x—4)+i(x—x2):0 {X —4x*+7x-4=0

x(l—x)=0

- {x3—4xz+7x—4:—4¢0 W {X3—4X2+7x—4:1—4+7—4:0
x=1

x=0

Donc le réel 1 est solution de I’équation (E) .
2)a) (z— 1) (z—-2-2i)(az+B)= (22 -2z~ 2iz—z+2+2i)(az+B) =[ 22 +(-3-2i)z+(2+2i)](az+p)
=az’ +PBz2+a(-3-2i)22 + B(-3-2i)z+a(2+2i)z+B(2+2i)
=az’ +[B+a(-3-2i)]z2+[B(-3-2i)+a(2+2i)|z+B(2+2i)
Ecrire que, pour tout nombre complexe z, z° — (4 + )22+ (7 +i)z—4=(z— 1) (z—2 - 2i)(az + P)

équivaut a, pour tout nombre complexe z,
7@+ + (T +iz-4= 0z +[B+a(-3-2i) |22+ [B(-3-2i)+a(2+2i)]z+p(2+2i)

a=1 a=1
Lot B+oa(-3-2i)=—(4+1i) B=-4—-i+3+2i=-1+i
M B(3-2i)+a(2420) =741 & B(-3-2i)=5-i
B(2+2i)=—4 B(2+2i)=—4
o=1
B=-1+i
5-i  (5-i)(-3+2i) -15+10i+3i+2 —13+13i
& B=——i = = = =—l+i
~3-2i 9+4 13 13
_ _ —2(1-1
B= 4.= 4.= ( 1):—1+i
2421 2(1+i) 1+1

Finalement, pour tout nombre complexe z, z° — (4 +i)z22+ (7 +i)z—4=(z— 1) (z=2-2i)(z— 1 +1)
b) (E) équivauta (z—-1)(z-2-2i)(z-1+1)=0

L’équation (E) a donc trois solutions : le réel 1 et les complexes 2 +2i et 1—1
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Partie B

p  C_1-i _ (A-D@-2) -4

:_—'2 est imaginaire pur

d’ot OB et OC sont orthogonaux donc OBC est un triangle rectangle en O

2) |b|=+/8=2v2 donc b= 2\/_[[ IJ 2\/_{005(4j+isin(gﬂ

7\

(61&,6]3) = (ﬁ,@) = arg(b)= E

=2 donc c=\/§(£—1£J \/E{cos(—gjﬂsin(—%ﬂ

-~ VS

(OCBA) (oc u) (2m)  done  (OC:0A)= = (2m)

T
4

> > .
(OC;OA) = (OA; OB) donc (OA) est la bissectrice intérieure de I’angle (OC;OB)

T :
3) a. Lenombre complexe dont le module est 1 et dont un argument est —— est —1

On a donc =—i<:>C—d=—ic<:>d=c+ic<:>d=c(1+i)<:>d=(l—i)(l+i)
c
donc d=2.
b, <Y 1oPC L oc-cp
C oC

c—d T == T
arg| — =—5<:>(OC;DC)=—E donc (OC) L (CD)

Puisque 'ona (OC) L(CD) et (OC )L (OB ), on en déduit que les droites (OB) et (CD)

sont paralleles .

OCDB est donc un trapeze rectangle et isocele en C
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Exercice8

1. yeR, P(iy):y4+i\/§y3—4\/§iy—16:(y4—16)+i(\/§y3—4«/§y).

4_16=0 -2)(y+2)(y*+4)=0
2. yeR et P(iy)=0<:>{y , = (y ) )(y )
2y +42y=0  |y2(y-2)(y+2)=0
& y=-20Uy=2.
Donc I’équation P(z) = 0 admet deux solutions imaginaires pures 2i et -2i.
3. Pour tout nombre complexe z,

(z2 +4)(az2 +bz+c):az“+b2‘°’+4az2 +4bz +4c.

a=1

b=-—2 a=1

Par identification avec P(z), on obtient: <4a=4 << <b= 2.
db=42 |c=—4
4c=-16

4. P(2)=0 <:>(22+4)(22—z 2—4):0©22:—4 ou z2-z\2-4=0

Or Z’=-4s7° :(Zi)2 <z=2i ou z=-2i
Et le discriminant de I’équation du second degré z? —zJ2-4=0 est

A= (—\/5)2 —-4(-4)=18= (3\/5)2 donc les solutions de cette équation sont

\/5—3\/52_\5 ot \/54‘3\/5:2\5_

2 2
Par suite I’ensemble de solution de I’équations P(z) =0 est S = {2i,—2i,—\/§, 2\/5} .

N

5. Soit Q(7J désignons par A, B, C et D les images dans le plan complexe

respectives des solutions 2i, —2i, —J2 et 242 de I’équation P(z) = 0.

o N2l T, 3 32 o2l T, 3 32
QA=2i- =\ ra==" «  OB=l A= Ded= =T
|5 V2| | 32| 32 |5 V2] [3v2] 32

Qc= 2| 2| 2 o OD=e 2| | 2| 2

Donc les points A, B, C et D sont situés sur le cercle de centre Q(%] et de rayon %
2
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