Mr ABIDI Farid 4M

Série 1. calcul intégral

Exercice 1 :

Calculer les intégrales A=I§Siﬂ3t0083tdt et B=J._21(1—|X—ZI.|)n dx.

Exercice 2 :

1. Exprimer Sin?X en fonction de COS2X puis Sin* X en fonction de COS2X et COS4X.
2. Endéduire la primitive F de f : X > sin* X sur R qui s’annule en 0.

3. Calculer J.ng(x)dx .

Exercice 3 :

_8x2+32x+2

Soit f la fonction définie sur }E , +oo{ par f (X) = 5
2 (4x*-1)

1
1. Montrer qu’il existe deux réels a et b que I'on déterminera tels que pour tout x de }E ,+oo| ,

a b
)= ey " xay

2
2. Endéduire L f(t)dt.

Exercice 4

Calculer a I'aide d’une intégration par parties les intégrales suivantes :

b . X 2
[ =I0 x.sm(zjdx et J:jo X~/3— X dx

Exercice 5

. 1 X
Pour tout entier naturel n, on pose : I, :F xcoszdx.
T[

1. Calculer 1, en fonction de n.

2. Montrer que (In) est une suite géométrique dont on déterminera la raison et le premier
terme 1,.

3. On pose, pour tout entier naturel n, S, =1, +1, +...+1,.

Calculer S, en fonction de n puis lim 1.

N—+o0
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Série 1. calcul intégral

Exercice 6 :

E désigne la fonction partie entiere.

Al

.1 _(x
1. Montrerque lim —E|— |=
X*H—OOX T

2. a)Calculer |:I:Sin2tdt.

nmo,
b) Etant donné un entier n, exprimer J.o sin tdt en fonction de n.

R A S
3. Calculer lim =| sin“tdt.

X—>+00 X

Exercice 7:

T
Pour tout entier n, on définit | = .[02 sin" tdt.

T
1. Enintégrant par parties, montrer que, pour tout entiern: | ., = (n Jrl)j()2 cos’ t.sin" tdt .

i : . n+1
2. Endéduire la relation de récurrence : | ,, = PP
n+

3. Calculer I et I,.

4. Endéduire |, et I,.

Année scolaire 2008-09 © www.mathsecondaire.net page2-7



Mr ABIDI Farid 4 M

Série 1: calcul intégral

Exercice 1:

> On sait que pour tout x réel, SIiN2X = 2SiN X.COS X
; 1. 1N eind 3 1.3
donc smx.cosx=zsm2x d’oli SIN° X.COS° X ==SIN° 2X.

Linéarisons a présent Sin® 2x:

sin®(2x) = M = _—1(e6"‘ —3e¥X 4 3e7 2 e‘G"‘) = _—1(2isin 6x — 6isin 2x)
2i 8i 8i

Il en résulte : sin®(2x) =%(3sin 2x —sin6x ) = gsin 2X —%sin 6X
. -3 3 3 - 1 -
et par suite  SIN° X.COS” X = —SIN 2X ——SIN6X .
32 32

Par conséquent, A = _[fsing tcos® tdt = 3—32'[(;38in 2x dx —3—]'zj(fsin 6x dx

= é[—cos 6x]0g _6_34[_COS 2x]0g = 3%4

> Onsaitque [1-Xx|=1-X, si x<1 et l-x|=x-1, si x>1.
Donc (1—|1—x|)n =x",si x<1 et (1—|1—x|)n =(2-x)", si x=1.

Ainsi, B= J‘_21(1—|x —]4)n dx = J‘_llx”dx +Jf(2—x)" dx

(T[] 2+
In+l], | n+l 1_ n+1

Exercice 2 :
, ) L 1-cos2x
1. D’une part, on sait que pour tout x réel, sin X:T
2
. 1-cos2x 1 1
donc sin*x=|=—"=""2| == _c0s2X +—C0s% 2X.
2 4 4
, . ) ) 1+cos4x . .
Et d’autre part, on sait que pour tout x réel, €0S“ 2X =———, il vient :
. 11 1 11 1+cosd4x 3 1 1
sin® X == —=€082X +=C0S”* 2X = = — = C0S 2X + —————— = — — = C0S 2X + = COS 4X .
4 2 4 4 2 8 8 2

2. Pourtout x réel, F(x) :§X—£Sin 2x+isin4x+c, ceR.
8 4 32
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Comme F(0) =0 alorsc=0etdonc F(x) =§x—isin 2x+isin4x.
8 4 32

3, jgf(x)dx:{:§x—lsin2x+isin4x}8:3—n—£+i.
0 8 4 32 , 64 8 32
Exercice 3 :
2
Soit f la fonction définie sur }Eﬁoo{ par f(X):—w.
2 (4x*-1)

a__ b
(2x+1)°  (2x-1)
C)—8x2—32x—2_4(a+b)x2—4(a—b)x+(a+b)

1. Pour tout x de }%&oo{, f(x)=

(a+1) (4x?+1)’
4(a+b)=-8
a+b=-2 2a=6 a=3
D’ou —4(a—b):—32<:>{ <:>{ <:>{
a-b=8 2b=-10 b=-5
a+b=-2

2 2
2. ainsi [Todt=3[ % 5[ ZZ_E[ 1 }ﬁ{i} _ 2
2t+1) t(2t-1)°  2l2t+1], 2|2t-1], 15

Exercice 4 :
» On pose :
u(x)=x u'(x)=1
(X X
=sin| — = —2C0S| —
v [2] Vi (Zj
On obtient :

{3 o3 <

» Onpose:

u(x)=x u'(x)=1
v(x)= V3-X v(t)= —%(3—x)«/3—x
On obtient :

J= IXJIS_xdx_ [(3 X)~/3— x} += I (3— x\/3_xdx_——+3 (3 x)\/S_xdx
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4 2 2 2 4 4 2 2 8 2
:_§+2I0\/3—xdx—§jox\f3—xdx:—g—g[(S—x)\JB—xl)—EJ:—§+4\/§—§J

5 8 12 8
llenrésulteque: —J=——+4y3 <=J="+3—=
a 3 3 V3 5 V3 5

Exercice 5 :
. 1 4nn X
Pour tout entier naturel n, on pose : |, :W xcosde.
1. Onpose:
u(x)= x u'(x)=1
X . (X
v(x)= CcOS| — v(x)= 2sin| —
%) (Zj ) (2j
On obtient :

I, = 11 2x.sin(§j —2rsin(§jdx
2" 2)], 2

1
= 2n+1 (4_211:)
1
=—(2-m
- (2-7)
: 1 1 1 1
2. Pour tout entier n, IM:W(Z—n):E(Z—n)Z_n:EL]_
Donc (In) est une suite géométrique de raison 1 et de premier terme 1, =2—-=
n+1
1_(;) 1 n+l
3. Pour tout entier naturel n, S, =1, + 1, +..+1, = Io—lz 2(2—n){1_(§j }
1-=
2

n+l
Comme %e]—l,l[ alors lim (ij =0 dou lim1 =2(2-n).

n—+oo| 2 n—+0
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Série 1: calcul intégral

Exercice 6:
1. Par définition de la partie entiere et pour tout x réel,

E£5j35< E(§j+1 donc E[f)—lsf—k E(fj
T T T T T T

Dot X-1< E( j<5.
TC T T

Pour tout x > 0, 5—1< E(5)£5©1—£<£E(fjgl
T T T T X X T T

Et comme Iim1—£=E alors lim = E(ij l
X—=>+o 7 X T X—>+0 ¥ T T

2.8) 1= sintdt=|" #dt:%{t—%sinﬂ} =g.
0

oL, . L 2n 2 nr . 9
b) jo sin tdt_j0 sin tdt+L sin tdt+...+I(H)nsm tdt
Or la fonction t > sin®t est périodique de période T

T, 2n nn R T, n
donc jo smztdtzj S|n2tdt=...=j( ) sintdt =1 d’ou _[On sm?"tdt:nI:?TE
TE n-1)m

3. Pour tout X > 0, E(fjsf<E(fjﬂ@nlz[fjsme(fjm
o o T T T
Donc jxsinztdtz—j Usm tdt+j sintdt=E ( j +I sin?tdt .
0 0
De plus, pour tout x > 0, et pour tout t de [O,X], 0<sin*t<1 donc

0<j smtdt<j dt<:>0<f smtdt<x nE(nj

d’ou 0<j sintdt<n<0<= j ]sm tdt<;

X—>+0 K X—+o0 Y JTEl —

. .1 ex .
Ona: IImE:O,iIenrésuIteque lim = [xjsmztdtzo.

Par conséquent, Iimi XSil‘lztdt: |im1E(Xjn+l sin tdt—l
n)2 (] T

Xx—>+o0 Y ¥0 X—>+0 ¥ X Jn -
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Série 1: calcul intégral

Exercice 7 :

™ T
1. Soit n un entier naturel, | ., = .[02 sin"? tdt = .[02 sint.sin™* tdt

On pose :
u(t)= sin"™t uw'(t)= (n+1)cost.sin"t

v(t)= sint v(t)= —cost
On obtient :
| _ san+l g_ g_ 2 AN+l _ g 2 H ]
IM_[ cost.sin t]o (n+1).|‘0 cos’ t.sin tdt_(n+1)j0 cos’ t.sin" tdt.

2. Pourtout réelt, cos’t=1—sin’t donc:

.o =(N +1)Ecos2 t.sin” tdt

(n +1)_|.0121(1—sin2 t)sinn tdt

(n +1)j053in" tdt—(n +1)J'053in”+2 tdt
(n+1)1, —(n+1)1,,,

Dot (n+2)1,,, =(n+1)1, &1, =,
+

3, Ona:lozjogdtzg et llzjfsintdt:[—cost]gzl.

1
4. Onendéduitque: I, =3 I, =
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