Mr ABIDI Farid

Série 2 : fonction réciproque

Exercice 1:
La courbe (C) ci-dessous est représentative d’une fonction f.
Les deux droites (D) et (A) sont les asymptotes de (C).

V4
ot | |(A)
©)

EN
A
y

I-Utiliser le graphique pour:
1- a) Déterminer I’ensemble de définition de f.

(D)

>27

b) Trouver limf(x)et limf(x) et écrire une équation de la droite (A).
x—1* X—1"

2-a) Trouver f(0) et f(3).
b) Trouver f'(-1) et f'(3) .
3- Résoudre chacune des inéquations suivantes :
a) f(x) >0
b) f(x) < 1
c) f'(x)>0.
4- Ecrire une équation de la droite (D).

5- Dresser le tableau de variations de f.

6- La fonction f est donnée par f(x) = ax +1 + :
X—C

Montrer que a=-1,b=-4et c=1.

4 A
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Série 2 : fonction réciproque

lI- Soit g la restriction de f a I’intervalle ]-o0,—1].

1. Montrer que g réalise une bijection de ]-o,—1] sur un intervalle J que I’on

préecisera.
2. Tracer (C’) la courbe représentative de g™ la fonction réciproque de g .

Sur quel ensemble g est —elle dérivable ?
4. Expliciter g™ (x) pour tout x de J.

w

Exercice 2

Le tableau suivant est le tableau de variations d’une fonction f .

X |-00 -1 0 1 +00
() + + 0 - -
+00 -1 + 00
1 Ul_oo — o0l 1

On désigne par (C) la courbe représentative de f dans un repére orthonormeé.

Partie A

1) Déterminer le domaine de définition de f.

2) Donner les équations des asymptotes de (C).

3) Quel est le nombre de solutions de I’équation f(x) =3 ?
4) Résoudre 1’inéquation f(x) < 0.

5) Comparer, en justifiant, f(2) et f(3).

6) Ecrire une équation de la tangente a (C) au point A(0 ;-1).
7) Tracer la courbe (C).

Partie B

ax? +1

x2+b

1) Déterminer, en utilisant le tableau de variations de f, les valeurs de aet de b .
2) Résoudre 1’équation f(x) = 3.

3) Soit g la restriction de f a I’intervalle ]1, +oo[ .

Dans cette partie on prend f(x) =

a) Montrer que g réalise une bijection de ]1, +oo[ sur un intervalle J que 1’on précisera.
b) Expliciter g™ (x) pour tout x de J.

4 A
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Série 2 : fonction réciproque

Exercice 3

Soit f la fonction définie sur R par f(x) =

1. Montrer que pour tout x réel, f'(x)=

(x2 +2x+2)«/x2 L 2X+2

2. a) Montrer que f réalise une bijection de R sur un intervalle I que 1’on précisera.

X

b) Montrer que pour x de I, f(x)=-1+ = .
1-x

Exercice 4

Soit f la fonction définie sur B,ﬁo{ par f(X) = /x* —x+1.

1. Montrer que f réalise une bijection de [E,%{ sur un intervalle J que I’on précisera.

2. Montrer que pour tout x de J, f(x) :%+ \ ,xz —% .
J3

3. On considére la fonction g définie sur [0,1] par g(x)=f~"| ———|.
2C0s xj

3N

a) Montrer que pour tout x de [0,1], g(x) =%+§tan (% xj.

b) Montrer que g réalise une bijection de [0,1] sur un intervalle K que I’on précisera.

c) Expliciter (g‘l)' (x) pour tout x de K.

4 A
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Exercice 1
l.

1. a) L’ensemble de définition de est R -{1}.

b) lim f(x)=+ et lim f(x)=-o0,
X—1 X—1"

la droite (A) a pour équation :x =1
2. a)f(0)=5 et f(3)=-4
b) f'(1)=0 et f'(3) =0

3. a) f(x)>0 lorsque (C) est au-dessus de 1’axe des abscisses, donc X €] —oo1[

b) f(x) < 1 donc (C) doit étre au-dessous de la droite d’équation y=1,
par consequent X €]L;+oo]

c) f'(X)>0 < xe]-LYJuUL3.

4. (D) passe par les points (0;1) et (1;0) donc son coefficient directeur est : —~=-1

et son ordonnée a 1’origine est 1 par suite (D) est d’équation y =- X + 1.

5. Le tableau de variations de f est

X| - o0 -1 1 3 +00

f'(x) - 0+ + 0 -

I _/4\_00

6. La droite d’équation X=1 est une asymptote verticale donc ¢ =1.
f(0) =5donc b =—4.
f(3) = — 4, parsuitea=-1

.
Pour tout x de ]-o0,-1], g(x) = —x+1—i1.
X_

1. g est continue et strictement décroissante sur ]-oo,—1] donc g réalise une bijection de
o] surd = g} -1]) <[4 4.
2. (C’) la courbe représentative de g est le symétrique de la courbe(C, ) de g par rapport &
la droite D’ 1 y = X.
Comme D : y = -x +1 est asymptote a (Cg) au voisinage de -« et D est perpendiculaire a la

droite D’ : y = x alors D est asymptote a (C’) au voisinage de +oo.
Voir courbe ci-dessous.

3. gest dérivable sur |-, —1] et g’(x) =0 pour tout x de ]-oo,—1[ donc g™ est dérivable sur

g (]—00, —]{) =14, +o[ .
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4, Ona: {

x<-1 y>4
=
g(x)=y

g(x) :y©—x+1—xi1:y<:>(—x+1)(x—1)—4:y(x—1)<:>—x2+2x—5=yx—y
<X +(y-2)x+5-y=0 (E)

Le discriminant de 1’équation (E) est : (y—2)2 —4(5—y) =y*-16>0

Les solutions de 1’équation (E) sont donc :

(y-2)-+y*-16 o X”:—(y—2)+,fy2—16
2 2 '
Une et une seule valeur parmi x’ et x" est dans I’intervalle ]—o0,—1], comparons pour cela

x' et X" : x'—x”=—«fy2—16£o. Il en résulte que : x'<-1<x".

Do X=X'&X= (¥ 2)2¢y 16<:>g‘1(y)=2 y 24y 16.
2—x—+/x2-16

X'=

Il en résulte que , pour tout x de [4,+o0[, g™ (X) =

2
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Exercice 2
Partie A

Le domaine de definitionde fest: Df =] —o0; -1 [U]-1;1[U]1l:+ o]

Les équations des asymptotes de (C) sont: x=—1,x=1et y=1.

L’équation f(x) = 3 admet deux solutions « et g tellesque a<-1et f>1.
f(x) < 0 pour tout x de ]-1,1] donc I’ensemble de solutions de f(x) <0 est |-1,1] .

f est strictement décroissante sur ] 1 : + oof donc f(2) > f(3) .
Une équation de la tangente au point A(0, -1) esty =—1.

Noog M wihE

Lo =

[
[HEN

Partie B
1. f0)=-1 @%z—l@b:—l

Remarque : x = 1 et x = — 1 sont les équations des asymptotes, donc b = — 1.
2

lim f(x) = lim 2= lima=a or limf(x)=1donca=1.

X—>+0 X—+0 Y X—>+400
x?+1
2. f{x)=3 & =, 1=3<:>x2+1=3x2—3<:>x2=2<:>x——\/§ oux=+/2.
2
3. Onapourtoutx>1, g(x)= X2 +i.
X —

a) g est continue et strictement décroissante sur ]1, +oo[ donc g realise une bijection de ]1, +oo[
sur J=g(J1,+o0[) = JL+oq[ .

b O {x>1 y>4
na: =
g(x)=y g7 (y)=x
g(X):y<:> 2 _1:y<:>X2 +:|.:y(X2 —1)<:>(y—l)X2 :y+]_<:> X2 :ﬁ

< |x|= y+1 or x>1donc x= y_+1
y-1 y-1
Ainsi, pour tout x >1, g™ (x) = ,/);—Jri .
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Exercice 3

NI Gk
1. Pourtoutx réel,  f'(x)= 24X° +2X +2

X2 42X +2

1)°
VX2 +2x+2 _ ey
B X2 +2x+2

X2 +2X +2
x2+2x+2—(x+1)2
(x2+2x+2)x/x2+2x+2
1

(x2+2x+2)\/x2+2x+2

2. a) Lafonction f étant continue et strictement croissant sur R, f réalise donc une bijection de R

sur | =f(R)=}JLrEOf(x),JLTmf(X)[.

lim f(x)=lim X(H)l(j = lim (“)1(} =1

X—>+00 X—>+0 2 2 X—>+0 2 2 N
X Jl+—+— 1+ —+—
X X X X

+

J )

X —lim——2L -1
+

(1+
et lim f(x): lim
2 2 X——00
+o+ =
X X

X—>—00 X—>—00
—X, 11

X [N

|2
X2

Il en résulte que I = ]-1,1

X

b) Pour montrer que pour tout x de |-1,1[,f ™ (x)=—-1+ =, i ; suffit de montrer que pour

1-x

toutxde]—l,]{,f[—l+ X }:x.
1—x?

X 1-x°
Onapour tout x de (-1, f| -1+ =
e { Jl—xz}

2
(—1+ X j+2[—1+ X j+2
1-x? 1-x?
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X X X

N CoA1-x? \1-X° _x
2 2 1
1-x2 1-X 1—x2 1-x 1-x

Or pour tout x de ]-L1[, f[f*(x)]=x, donc pour tout x de ]-11[, f*(x)=—-1+

Exercice 4

1
Soit f la fonction définie sur {E ) +oo[ par f(x) = X2 —x+1.
. 2 . . 1 .
1. La fonction X+ X° —X+1 est continue et positive sur E ,+oo| donc f est continue sur

1 . 2 .. . . 1
§,+oo . La fonction X+> X°—X+1 est dérivable et strictement positive sur E,+oo donc f est

dérivable sur :|%’+Oo|: . Pour tout x de :|%,+OO|: , f'(x)= _ 2x-1 >0.
2

VX2 —x+1

IL en résulte que f est strictement croissante sur {% , +oo[. D’ou f réalise une bijection de
1 1 1) .. NERS J3
=, 40 fl|=,+00 [=|f| =] lim| = —,Ilmﬂfx X=1)+1] =| —,40

|:2 ‘:SU.I‘ [‘:2 |:J [ (2] X~>+oo|: { 2 Xotw ( ) { |: 2 |:

N3
= 2
fx)=y [f*(y)=x
f(X)=y oV -x+l=yox2-x+l=y’ & x?—x+1-y* =0

Le discriminant de I’équation du second degré obtenue est A =1— 4(1— y2) =4y* -3

_ ' 2 _ f 2 _ 2 2
Lessolutionssontdonc:x’:1 4y 323— 3y 3<1 et x':l+— \/4y3:1+—\/4ySZ%.

2 2 2 2 2 2 2

Ainsi , x=x'<:>x=%—
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x|

_ 3
3. On considére la fonction g définie sur [0,1[ par g(x)=f" 3

2Cc0s

NN

a) Pour tout x de [0,1[ ,

O PR LR iy

=—+4 S —
2005(7[ xj 2 \ 2COS(2XJ
2 T

Or pour tout x de [0,1[ , %X € O,%{ donc tan (%Xj >0 par suite : g(X) = £+£tan (Zx]

2 2 2

b) g est continue et dérivable sur [0,1[ et pour tout x de [0,1[ , 9'(x) = ﬁT\/g{l%rtanz (%Xﬂ >0

Donc g est strictement croissante sur [0,1[ . Par conséquent, g réalise une bijection de [0,1[ sur

K =g([0,1{)=[g(0), "mg(X)[{%#OO{-

x—1

1
X (0,1 —,+00
c) Ona:{([ [de[Z {
X)= _
g y g l(y):X
Y 1 4
(9 =517 -
nﬁ{u tan’ (2 xﬂ
B v,
1 <3 T 7 ) 7 2y -1
r g(x) y<:>2+ > an(zxj y&e an[zxj 7 = an(zxj Na
2
Il en résulte : (g_l)’(y): 4 . j(t \)42 = 2“/§
3 1+(2y_1] ﬂﬁ{1+4y —4y+1} z(y —y+1)
3 3
n 3
Ainsi, tout x de | =, 40| , Y (x)=
1181, pour tout X e[ OO|: (g )( ) . X2_X+1
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