Mr ABIDI Farid 4 A

Fonctions réciproques

Exercice 1

On consideére les fonctions suivantes :

fl:]—oo,O]—> R fz:[0,+oo[—> R
X A

X AR}

¢ :]-©,0] > R @,:[0,4[ > R
2

X > X+ X2 —Xx X oy —X
2x+1

1. a) Montrer que f, réalise une bijection de ]—oo,0] sur [0,1].
b) Déterminer f,™*(x) pour tout x de [0,1].
2. a) Montrer que f, réalise une bijection de [0,+oo[ sur [0,1].
b) Expliciter f,™(x) pour tout x de [0,1].
3. a) Démontrer que f, " of =g, et que ¢, =f 'of,.
b) En déduire le sens de variation de ¢, et celui de ¢, .
c) Montrer que les fonctions ¢, et ¢, sont réciproques 1I’une de 1’autre. Qu’en déduit-on

pour leurs courbes T, et T", représentations graphiques respectives, dans un repere

orthonormé (OT]) des fonctions ¢, et @,?

Exercice 2

Soit f la fonction définie sur R par : f(x) = X—+1. On désigne par (C) la courbe

X2 +2x+2

représentative de f dans un repére orthonormé (OT])

1. a) Calculer les limites de fen +oo et en —oo.
b) En déduire que la courbe (C) admet deux asymptotes dont on donnera une équation.
2. Montrer que f est dérivable sur R et que pour tout x réel,
1

f'(x)= .
() (x2+2x+2)\/x2+2x+2

3. a) En déduire que f réalise une bijection de R sur un intervalle J que 1’on précisera.
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b) Montrer que pour x de J,f™(x)=-1+

1-x2

4. Tracer (C) et la courbe (C’) de f.

Exercice 3

On considére la fonction f définie sur }O%} par : f(x) =+/2cotx
1. Montrer que f est dérivable sur }0%{ puis calculer f ’(x) pour x de }0%{
2. Etudier la dérivabilité de f a gauche en z

3. Montrer que f réalise une bijection de }O%} sur [O,+oo[ :

4. Montrer que la fonction réciproque f* de f est dérivable sur [0,+oc[ et que pour

x de [0,+o0[, ona: (f’l)' (x)= 4_4:((4 .
+

5. On pose pour tout x de 10, +oo[ , g(x) =f‘1<@)+f‘1(\/zJ_
X

a) Calculer ffl(\/f).
b) Montrer que g est dérivable sur ]O,+oo[ et calculer g’(x).

c) Endéduire que g(x)= % :
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Exercice 1

1. a) lafonction x — Llest dérivable et strictement positive sur ]—oo,O[ donc f, est
X_
1
, x-1
dérivable sur ]—oo,0[ . Pour tout x <0, f,"(x)= (x-1) =— ! <0.
2(x—1)2 X
x-1

N

x-1

Ainsi f, est continue et strictement croissante sur |-o,0] donc f, réalise une bijection de

J-=0,0] sur fl(]—oo,O]):[fl(o),xlirlqwfl(x)[:{o, lim /1+Xi+1{:[o,1[.

b x<0 0<y<l1
) {fl(X)=y©{fﬁ(y)=x

- -1 x—-1
y2
ox-l=F—ox="0—+lxX=—
y- -1 vy - y
2
Par suite, pour tout x de [0,1], f, ™" (x)= x;( ;
2. a) f, estdérivable sur [0,+oo[ et pour tout x de [0,+o0 fz'(x):( 11)2 >0
X+

D’ou f, est continue et strictement croissante sur [0,+oo[ , ¢’est-a-dire que f, réalise une

bijection de [0, sur , ([0, +oo[):[f2(0),li£nf2[:{0, lim 1—L[=[o,1[.

xoto X +1
b) {xz 0<y<1
o
f,(x)=y £, (y)=x

X 1 1
f,(X)=yoo—=y1l-— =y ——=1-
:(x)=y X+1 y X+1 y X+1 y

oxale Loyt gy Y
1-y 1-y 1-y

X

Par suite, pour tout x de [0,1], f,™(x)= T

4 A
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3. a) Pour tout x de ]-0,0],

" e _f(x) x)i WK _\/;(m+\j;)
f, Ofl(x)—fz (fl(x))_l_fl(x)_l_ ):l-_\/X—l—\/;_ (X—l)—l

x-1

= X(X+1) =x ==X +X* +X = ¢, (X)

b) Pour tout x < 0, gol'(x):fl'(x).(fz’l)' (f,(x))<0 car f(x)<0 et (fzfl)' (f,(x))>0.

Donc ¢, est strictement décroissante sur |—oo,0].

Pour tout x 20 0, ¢, (x) =f, (x).(f,) (f,(x)) <0 car £, (x)>0 et (f,*) (f,(x))<0.
Donc ¢, est strictement décroissante sur [0, +oo] .

c) Ona: ¢ =(f," ofl)fl =f lof,=¢,.
Ainsi, les fonctions ¢, et ¢, sont réciproques 1'une de I’autre.

On en déduit que leurs courbes représentatives respectivesI, et I", sont symétriques par

rapport a la droite d’équation y = x.

4 A

Exercice 2:
x(1+ 1}
, i X+1 X
1. a) Remarquons d’abord que pour tout x réel, f (X) = =
\/X2+2X+2 |X| 1+g+£
X x°
:I.-+-1 1+1
Ainsi, lim f(x)= lim —Z%-—=1 et lim f(x)= lim —X—=-1.
X—>+0 X—>+0 2 2 X—>—0 X—>—0 2 2
1+ —+— =+ —+—
X X X X
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b) La droite D : y = 1 st asymptote a (C) au voisinage de +co et la droite D’ :y = -1 est
asymptote a (C) au voisinage de —o.

2. La fonction x+— x+1 est dérivable sur R .

La fonction X - x* +2x+2 =(X +1)2 +1 est dérivable et strictement positive sur R donc

X > X2 +2x+2 est dérivable sur R . D’ou f est dérivable sur R .
Pour tout x réel,

X2 +2x+2 - x+1x—+l
£(x) = ( )~/x2+2x+2: x2+2x+2—(x+1)2

X% +2x+2 (x2+2x+2)\/x2+2x+2
1

(x2+2x+2)\/x2+2x+2

3. a) festcontinue et strictement croissante sur R donc f réalise une bijection de R sur
I=f(R)=[fim f (x), lim £ (x)| =}-1.9.

b) Pour tout x de |-1,1[,

fof *(x)=f[f(x)]= )+t
|

(£ (x)] +2f*(x)+2

X
B J1-x2
2
J1+ XZ— 2x -2+ 2x +2
1-x —X2

J1-x2

1

Par suite, pour tout x de ]-1, 1[,f ™ (x) =—1+
1-x
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4. Les courbes (C) et (C’) sont symétriques par rapport a la droite A:y=X.

X —00 ~+00
f(x) +
1
-1
SAy
4+
()
3_-
2_-

17 F—

(@]
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Exercice 3

1. Lafonction x> cotx est dérivable et strictement positive sur }O, E{ donc f est

_ 2cot'(x)  -1-cot’x
2J2cotx  2cotx

dérivable sur }0%{ et pour tout x de }O%{ f'(x)

T T
X—>— X PR X—>—

2 2 2

f(x)—f(”j T
2 lim— \2)_ i N2cotx o y2ean(h) L /3. /@ -
- X ya h—0" h h—0* h h

Donc fn’est pas dérivable a gauche en %

3. fest continue et strictement décroissante sur }O%} donc f réalise une bijection de }O%}

sur fﬂo,%D :{f (%) lim f (x)[ [0, +od[ .

4. fest derivable sur }0%[ et pour tout x de }0%{ f'(x)<0 donc f* est dérivable sur

(pal)et

7 >0 ' /
Ona: 0<x< 2 & {:_1( )= x et (f‘l) (y)zf'(lx):_lfccg)ttz);
f(x)=y Y=
2 y’ a1y y 4y
Or y=+2cotx < 2cotx =y® < cotx =2—, donc (f )(y):— s =— -
2 (yZJ 4+y
1+ =
2
Ainsi, pour tout x de 0, +od[ , (f*l)l(x): ey
44+ x*
Etudions a présent la dérivabilité de f a droiteen 0 :
-1 -1 X—z
Iirglf (y)—; ©)_ lim 2__- 1 =0 donc f™ est dérivable a
e
lim
z” T
X—)E X_E

droite en O et (f‘l)’ (0)=0
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Comme (f‘l)' (0)=0=— 44X 04 alors on peut conclure que f est dérivable sur [0,+oo[ et que
+

C(e1Y —4X
pour x de [0,+oc[, ona: () (x):4+X4 .
5. Pour tout x de ]0,+oo[ , g(x) =f‘1(\/§)+f‘1 ;j

a) Ona f(4j Zcot— J2 et fe}o E par consequent f‘l(ﬁ)z%.
b) Les fonctions X > +/2x et X > \/Z sont dérivables sur ]0,+oc[ . D’autre part f~ est
X

dérivable sur ]0,+oo[ donc les fonctions x - f’l(\/ﬂ) et X - f‘{\/z] sont dérivables
X

sur ]0,+oo[ . Par suite, g est dérivable sur ]0,+o0| .

2
2 ' o2
Pour tout x >0, g'(X) = f-l 2x I . £l \/7
g'(x)=> '_2x( 2\F (
X
4|2
_ 1 { a2x j_ 1 X
2x | 4+4x? , g i
X X2
1,11
- 2 T o
1+x° X 1+i2
X
_ 1 1
1+x% 1+x%°

c¢) La fonction g est donc constante sur I’intervalle ]0, +oo[ d’ou il existe une réel c tel que

pour tout x de ]0,+o0[ , g(x) = c.
or g()=2f*(v2)=Z donc c=2.
9()=27(v2)=7 >

Par suite, pour tout x de ]O,+oo[, g(x) = %
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