Mr  ABIDI FARID

w

Suites réelles

Exercice n°1 :

Soit (un)n>0 la suite définie par u , = 2 et pour tout entier n >0, u =

1. Représenter sur ’axe des abscisses les 4 premiers termes de la suite (u ), unit€ graphique 2 cm.
Quel conjecture peut-on faire sur la limite de la suite ?

2. Montrer que la suite (v ) - définie par v =u + 1 est géométrique, on donnera la raison
nn n n
et le premier terme.
3. Exprimer v puis u en fonction de n.
n n

4. OnposeS =u +u ++u .Exprimer S en fonction de n.

5. Etudier la convergence des suites (un)n> ot (Sn)n> N

Exercice n°2 :
. S ) 2
La suite (u,) est définie par uy = 1 et pour tout entier n, u, , = g(”n +1)

1. Démontrer que la suite (v,) définie pour tout entier n par v, =2 —u, est une suite géométrique.

2. En déduire une expression de u, en fonction de # et trouver la limite de la suite (u,,).

Exercice n°3 :

: e . 2
La suite (u,) est définie par u, =— 2 et pour tout entier n, u,,, =—u, —1.
La suite (v,) est définie pour tout entier n par v, =u, +3

1. Démontrer que la suite (v,) est une suite géométrique.
2. Exprimer v, en fonction de n, puis en déduire une expression de u, en fonction de n.
3. En déduire la limite de la suite (u,,).

4. (S,) la suite définie pour tout entier n par S, =u, +u, +....+u, = Zuk
k=0

a. Exprimer S, en fonction de n.

b. En déduire la limite de la suite (S,).
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Suites réelles

Exercice n°4 :
La suite (u,) est définie par u, = 1 et pour tout entier n, 2u,,, =u, —1
1. Calculer les cinq premiers termes de la suite (u,,).
2. o estun nombre réel. La suite (v,) est définie pour tout entier n par v, =u, —«

a. Trouver le réel a tel que la suite (v,) soit une suite géométrique.

b. Exprimer (v,) et (u,) en fonction de n.
c. Etudier le sens de variation et la convergence de la suite (u,).
Exercice n°S :
. o . 1
La suite (u,) est définie par u, = 2 et pour tout entier n, u,,, =2u, -3

La suite (v,) est définie pour tout entier n par v, =u, —«

1. Trouver le réel a tel que la suite (v,) soit une suite géométrique.

2. Lasuite (v,) est-elle convergente ?
n
3. Exprimer v, en fonction de n et calculer s, =v,+v, +...+v, = ka
k=0
n
4. Exprimer u, en fonction de n et calculer S, =u,+u, +...+u, = Z”k

k=0

Exercice n°6 :

Soit la suite (u,) définie par u,=- 1 et pour tout entier positifz u. =

On considere la suite (v,),c .- définie par v = 3
. n
u J—
n

: : o e . 1
1. Montrer que la suite (v,) est une suite arithmétique de raison ——.

2. Exprimer v puis u_en fonction de 7.

k=100

3. Calculer S = Z v, .
k=0
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Suites réelles

Exercice n°7 :

. s ) 4u -2
La suite (u,) est définie par u, = 3 et pour tout entier n, u,,, =— "
u, +
1. Démontrer que pour tout entier n, u,> 1.
. e : u,—2
2. Lasuite (v,) est définie pour tout entier n par: v, = |
u, —

Démontrer que (v,) est une suite géométrique et préciser sa limite.

3. En déduire que la suite (u,) est convergente et trouver sa limite.

Exercice n°8 :

. o . 2
La suite (u,) est définie par : u, = 3 et pour tout entier n, u,,, = 1
u, +
1. Démontrer que pour entier n, u,> 0.
. e . u —1
2. Lasuite (v,) est définie pour tout entier n par: v, = —* >
un

Démontrer que (v,) est une suite géométrique et préciser sa limite.

3. En déduire que la suite (u,) est convergente et trouver sa limite.

Exercice n°9 :

. s . 2u +1
La suite (u,) est définie par : u = 0 et pour tout entier n, u,,, =—
u, +2
1. Démontrer, par récurrence, que : pour toutn, 0< wu,<1.
2. Démontrer que la suite (u,) est monotone.
. e . u —1
3. Lasuite (v,) est définie pour tout entier n par: v, =—* I
u, +

Démontrer que (v,) est une suite géométrique dont on précisera la raison et le premier terme.

4. Exprimer v,, puis u,, en fonction de n et trouver limu, .

n—>+00
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Exercice n°10 :

. o 2 )
La suite (u,) est définie par : u ;= 5 et pour toutentiern>1, u,,, =

(On admettra que quel que soitn > 1, u,# 0 et u,# 3).
1. Calculer u, et us.

. o 1
2. Lasuite (v,) est définie pour toutn > 1 par: v, =—
u

n

a. Calculer v,.

b. Démontrer que pourtout n>1: v, A =3v -1

. . 1
3. Lasuite (w,) est définie par: w, =v, 5

a.  Exprimer w, ,  en fonction de w, et calculer le premier terme w;.

b. Quelle est la nature de la suite (w,) ?

Cc.  Exprimer w, en fonction de n.

4. a. En déduire I'expression de u, en fonction de 7.

b. La suite (u,) est-elle convergente ?

Exercice n°11 :

u,—8
2u, -9

On définit la suite (u,) par: u,=-—3 etpour tout entier n, u,,, =

1. Démontrer, par récurrence, que pour tout 7, u, < 1.
2. Démontrer que la suite (u,) est croissante et qu'elle converge.
3. Lasuite (v,) est définie pour tout entier n par: v, =1—-u,

Démontrer que, pour toutn : v

n+l

< %vn et en déduire la limite de la suite (v, ).

4. Quelle est la limite de la suite (u,) ?
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Exercice n°1 :

Onconstateque  limu, =-1

n—>+o0
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2. Soit n un entier naturel non nul.

1 2 1 1
vn+l :un+l+1:_un__+1:_un+—:—vn.
373 373 3

La suite v) _,est donc géométrique de raison g = 3

De plus, pour tout entier naturel » non nul, v=utl, en particulier, v =u +1=3.

Ainsi, la suite (vn)n>0 est géométrique de raison 3 et de premier terme v =3

n-1 n-2
. _ 1 1
3. D’apres la question précédente, pour tout n > 0, v = vig" = 3(§J = (gj .
1 n—2
Soit pour tout n > 0, v = (Ej .

n-=2
I 1
Comme pour tout n > 0, v=u-+t 1, il vient que pour tout n > 0, u = (3) - 1.

4. Soit n un entier naturel non nul.

S=u+u+..+tu=v-1+v-1+...+v-1=v +v +...+v —n
1 2 n 1 2 n 1 2 n

n

v, + v, + ... +v estla somme des n premiers termes de la suite géométrique de raison e

Donc, pour tout n > 0, Sn = %x{l—(lj } —n.
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Suites réelles : corri

n—+o\ 3

n-2 n-2
5. Pourtoutn>0,un= (—j —1.0r 0<%<1donc lim(lj =0.
Dong, il vient par somme, lim u, = -1

n—>+00

Pourtoutn>0,,Sn= %x 1—(%) ] - n. CommeO<§<1d0nc lim(lj =0 .

n—>+0| 3
Donc limgx 1- l =2.
n—+w ) 3 2

Comme lim—n=—00, alors limS, =-o.

n—>+0 n— -+

Exercice n°2 :

2 2
1. Onav,  =2~-u, = 2——(un +1) =2——u, ——=———u :—(u —2) =—v
3 3 3
Donc la suite (Vx) est une suite géométrique de raison % et de premier terme vy = 1.

2. Lasuite (v,) étant une suite géométrique de raison 3 et de premier terme vy = 1, on a

2Y 2Y'
Ona vﬂ:(—j v, = un=2—(—) .
3 3

Or —1<§<1 donc lim(%j =0 :limZ—(%j =2 = limu,=2

n—+o\ 3 n—>+0 n—>+o0

Donc la suite (u,) converge vers 2.

Exercice n°3 :

n+l

2 2 2 2 . o
I. Onav, =u  +3= Eu" -1+3= Eu" +2= E(u” +3)= Ev" = la suite (v,) est une suite géométrique
. 2 .
de raison 3 et de premier terme vy = 1.
. . o . 2 . !
2. La suite (v,) étant une suite géométrique de raison 3 et de premier terme vo=1,0ona v, = 3 YV

Donc, pour tout entier n  u, = (%) -3.
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3. Or —1<§<1 donc lim(gj =0 :lim(zj -3=-3 = limu, =-3

n—+0\ 3 n—+o\ 3 n—>+o0

Donc la suite (u,) converge vers 3.

4. (S, la suite définie pour tout entier n par S, =u, +u, +....+u, = Zuk

k=0
" w2 2 L
a. Ona  S,=uy+us +uU, =D u =), (_ - z_| - Y3
=0 imo| (3 i0\3 ) o
2 n+l
1—(3} 2 n+l 2 n+l
——— 3¢t 1) = = -3n-3 =-3n -3| =
-2 3 3
3
2 2 n+l 2 n+l 2 n+l
b. Ona -1<—<1 donc lim(—j =0 = lim(—j = lim—3n—3(—j =—0
3 n—+o\ 3 n—+o\ 3 n—>+w0 3
Donc, limS, =-
Exercice n°4 :
1 1 1 1 3
L. Onaun+1:E(un_1) = MIZE(HO—I):O 5 uz:E(UI_l):_E 5 u3=—Z et u4=—

2. o estun nombre réel. La suite (v,) est définie pour tout entier n par v, =u, —a

1 1 1
—a=—u ———a=—wW,—-1-2a).
n+l 2 n 2 2( n )

La suite (v,) est géométrique < —-1-2a=-a < a=-1.

a. Onav,  =u

Donc, pour toutentier » ,ona v, =u, +1

b. La suite (v,) étant une suite géométrique de raison 5 et de premier terme vy =2, on a

1Y g
vn:2(—j dou u =2(lj -1.
2 ! 2
1 n+l 1 n 1 n+l 1 n 1 n 1 1 n
c. Onau,  ,~u,=2|—| —-1-2|=| +1=2|=| =-2/=| =2|=| (z-D=—|=
2 2 2 2 2 2 2

donc la suite (u,) est décroissante.
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Suites réelles : corri

Exercice n°5 :

I. Ona vnﬂ:unﬂ—azzun—l_a:z(un_l_la)_
3 6 2
. S 1 1 1
Lasuite (v,) est géométrique < —E—Ea:—a = o= 3
1

Donc, pour tout entier n ,ona vy =u ——
n n 3

. . o . . 5 ;
2. La suite (v,) étant une suite géométrique de raison 2 et de premier terme v, = 3’ onav, = gx 2

2>1 donc limv, =+

n—>+wo

n n __on+l
3. Onayv, RN S, =V Y Hety, =Y v, = 22k :222" _3, 122 :—gx(l—Z”“)
3 o im0 3 i 3 1-2 3
4. Ona un=vn+l = un=§><2”+l
3 3 3
S =u,tu, +...+u, :zvk+l(n+l)= —§><1+§><2”+1 —ln—l=§><2"+1 ——n-2
pars 3 3 3 3 3 3
Exercice n°6 :
1. Pourtoutn de N,
1 1 1 1 6-U 1
Vo™ Vo = - = - = -
U, Up 9 3 U 9-3u, u-3
6-u,
6—u, 3 _6-u, -3  3-u, 1

3u-3) 3(u-3) 3,3 T3,-3) 3

e ap . 1
(v ) est arithmétique de raison ——.
" 3

. . 1 1 1 —-3—4n
2. Soit n un entier naturel, v = vt -5 (n=———on=
" 3 4 3 12
1+3
Onav, = < uy,-3v,=1 < u = i =i+3 (par définition v, #0)
u, =3 v, v,
Diott u, = -12 3 -12+9+12n _ -3+12n .
3+4n 3+4n 3+4n
-3+12n
Pour toutn, u, = ——.
3+4n
3. Pourtoutn >0,
< n+l n+l1 1 -3-4n n+l (-3-3-4n) (n+1)(-3-2n)
Zvn:—x(v0+vn)= - = X =
= 2 4 12 2 12 12
100 q
Dot v, = (100 +1)(-3-200) _ 20503
o 12 12
www.mathsecondaire.net page 9/13

Année scolaire 2008-09



Mr  ABIDI FARID 3
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Exercice n°7 :

I. Ona wuy=3>1

On suppose que u,>1 et onmontre que u,+; > 1

4u -2
Onau,, = “y 1.Orona 4y, —2—(u, +1)=3u, —1. Or on suppose que u,> 1 < 3u, —1>0
u, +
4u —2
< du, -2, +1D)>0 < du, -2>w,+1) < u,, =— " >1
u, +
Donc, pour tout entier » ,ona u,>1
4un—2_
-2 1 4u, —2-2 ) 2u -4 -2
2. Ona: v,m:u”+1 L L (u, +1) _ 2u, =Exu" =2

= = = v,
u, -1 4, -2 - 4y -2-(u,+1) 3u,-3 3 u, -1 3

u, +1

1

: T .2 : 5 5 (2Y
la suite (v,) est une suite géométrique de raison 3 et de premier terme vy = > ona v, = > X 3

Or —1<§<1 donc lim(gj =0 :lim%x(%) =0 = limvy, =0

n—+o\ 3 n—+wo

Donc la suite (v,) converge vers 0.

-2
3. Onav, = o v, -D=u -2 S vu —-v —u, =-2
u,—
-2
S D=y, -2 & u =
v —1

Ona limv, =0 = limu, =2 = lasuite (u,) est convergente et sa limite est 2.

n—>+o0 n—>+0

Exercice n°8 :

l. Ona u,=3>0

On suppose que u,>0 et on montre que u, ;>0

>0

2
.Oronsuppose que u,>0 = u, +1>0 = u,, =

Onau , =
US| u, +1

Donc, pour tout entiern ,ona u,>0
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2
-1
2. Ona:y =ten=l_w*l _2-@+D _—u+l_ 1 u-1_ 1,
w2 25 2420, +D) 2u,+4 2 w42 2
u,+1

. o . 1 : 2
la suite (v,) est une suite géométrique de raison = et de premier terme vy = 5

: 2 (1Y
donc pour tout entier natureln, ona: v, = gx (—Ej .

Or —l<—%<l donc lim(—%J =0 :limzx(—%j =0 = limv,=0

n—>+ow n—>+0

Donc la suite (v,) converge vers 0.

3. Ona vn:u

S v, +2)=u -1 < vu +2v —u, =-1
u, +

2v, —1

v, —1

s u,@v,-D=2v, -1 = u,=

Ona limv, =0 = limu, =1 donc la suite (u,) est convergente et sa limite est 1.

n—+w n—>+0

Exercice n°9 :

1. Ona up =0 donc 0= uy<l

On suppose que 0< u,<1 etonmontre que 0< u,.; <1

2u, +1
Onau,, = W
u, +2
2u, +1
Or u,>0= 2u,+1>0 etu +2>0 = u,  =—"——>
u,+2
2u, +1
Dautrepart u,<1, 2u,+1—(u,+2)=u,-1<0 = 2u, +1<(u,+2)= u,,, =—>" 5
u, +

Donc, pour tout entier n ,ona 0< u,<l1

2 1 2 1- 2y —uwr+l (- 1
2. Onau, —u = u,+ —u = u, +1-u (u, + ): u, + :( u )1+u,)
u, +2 u,+2 u, +2 u, +2

n n

or pour toutentiern, ona (< u,<1
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donc u,,—u >0 dou la suite (,,) est monotone.
2un+1_
3. Ona: vn+1=u”“_1: u, +2 =2u"+1_(u"+2)= u, ~1 =lxu”_1=lvn
o+l 2,41 o0 2u 414 (u,+2) 3u,+3 3w, +1 3
u, +2

: L .1 : 1Y
la suite (v,) est une suite géométrique de raison 3 et de premier terme vo=—1,0na v, = _(Ej .

Or —1<§<1 donc lim(%j =0 = limvy, =0

n—>+w n—»+w

Donc la suite (v,) converge vers 0.

e n+1
u —1 v +1 3
&S ou = =

4. Onav, =—"—— L=
u, +1 l1-v, Y
I+—| -
3
Ona lmv, =0 = limu, =1 = lasuite (u,) est convergente et sa limite est 1.
n—+wo n—»+w

Exercice n°10 :

2
1. Onawu,=— etu,= —
> 19 > 55

1
2. a.Onay, L
u, 2

3—
b. Onav 6 = Lt u”=i—1=3vn—1 — pourtoutn>1,ona: v,  =3v -1

1 1 1
3. Onaw, =v,  ——=3v —-1-—=3y —§=3(vn ——)=3w,
2 2 2 2

Donc, la suite (w,) est une suite géométrique de raison 3 et de premier terme w, =3 .

Ainsi,ona w, =3x3"=3""

4. a.Ona wn=3”+1 et wn=vn—l :>vn=wn+l=3”“+l
2 2 2
Or: V,,:Ljun=i= 1 1
un Vn 3n+1+7
1 nt . + 1 .
b.Ona3>1 donc 11m(3) '~ 4o = lim 3™ +— =400 = lim 1:0
e n n—+o0 3n+1 w1
2

Donc, la suite (u,) est-elle convergente et sa limite est 0.
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Exercice n°11 :

I. Ona up=-3<1

On suppose u, <1 etonmontre que u, 6 <l

L 9.7 7
Onau, = u, -8 =l><u”_8=1>< © 2 2=l_|. 2 =l+—x 7
2u, -9 2 9 2 9 2 9 2 2 9-2u
n u —_ u - u _
n 2 n 2 n 2
Or u, <1<9-2u, >7 < ! <1<:>l+l>< ! <l+—:1<:>un+l<1
9-2u, 2 2 9-2u, 2 2

Donc, pour toutn € IN, ona u,<1

-8 —8—u,(2u, —9) —2u’ +10u, -8
2. Onau, —u = u, —un=u” u,(2u, ): u, +10u,
2u, -9 2u, -9 2u, -9

On étudie le signe du numérateur et du dénominatueur.

L’¢tude de —2x?+10x—8 sur ] - oo ; 1 [ montre que le trindme est négatif. (calcul de A)

— 2 _
Ona 2u —9<0 donc, u_ —u =—2ta 100,78
2u, -9

Ainsi, la suite (u,) est croissante.

Par conséquent, La suite étant croissante et majorée par 1, elle converge.

-8 -1
3. Onav, =l-u —1-2=8 W7l % g9 9,57 L 5
2u, -9 2u -9 9-2u, 9-2u,
Y 1
Dongc, V,,, =———<—=v, etv,>0.
9—-2u

n

) . 1 n 1 n
Par récurrence, on montre facilement que v, < 7 Vv, = 4x 7

1 (1Y
1<— hmr_) -0 : -
Or -1< 7 <1 donc ALy = limv, =0

4. Pourtoutnde|N,onav, =1-u, = u, =1-v, = limu, =liml-v =1

n—>+o0 n—>+00

Donc, 1la limite de la suite (u,) est 1.
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