Mr ABIDI Farid 4EG_SI

Série : Nombres complexes

Exercicel

Les quatre questions de cet exercice sont indépendantes.
2
z7-1

1. On définit pour tout nombre complexe z différent de O et de (F82),= (2+3) :
Z(z

Ecrire sous forme algébrique les nombres suivarftd ~i) et f (&i ).
2. Ecrire sous forme algébrique2+i)*+ (1- 2 )’
3. Résoudre dans I’ ensembl e des nombres complexes |es équation suivantes :
a) 3z-i)-3C- 2 B)E (- e+ )
b)z—2Z=9%+ 2

z-1+2
z—i

4. Pour tout nombre complexe#i, On poseZ =

a) Déterminer 'ensemble (E) des poidyz) pour lesqueldM '(Z) appartient a I'axe des réels.

b) Déterminer 'ensemble (F) des poitéz) pour lesqueldV '(Z) appartient & I'axe des imaginaires.

Exercice 2

Dans le plan complexe P, muni d'un repére orthonormé direct(O ; u, v), on considére les points A et B

d'affixes respectives : za=1, zg=1.

z—1 .
On pose Z = 5 [ pour tout z # 1
1. Déterminer les éventuelles valeurs de z telles que : Z=1+2i
2. a) Montrer que ‘ 1z+1 ‘ = ‘ z —1 ‘
b) Déterminer et tracer ’ensemble (E;) des points M d’affixes z tels que ‘ Z ‘ =1

3. a) Enposant z=x+1y ou x ety sont des réels, vérifier que la partie réelle de Z est

2 _\2
_ x+y-I .. . :—X —Yy'+X+Yy
Re(Z) X2 1 (1-y)? et que la partie imaginaire Im(Z) 2t (1_y)?

b) Déterminer et tracer I’ensemble (E,) des points M d’affixes z tels que Z soit un nombre réel.

c) Déterminer et tracer I’ensemble (E3) des points M d’affixes z tels que Z soit un imaginaire pur .
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Série : Nombres complexes

Exercice 3

On donne les nombres complexes suivantg = 5x/§(1 +i) et 2=-5(1 + i\/é).
1)  Déterminer le module et un argument des nombreplex®es : z, 2, 71, %
2) Soit Z le nombre complexe tel queZz= z.

Ecrire Z sous forme algébrique , puisssfmrme trigopnométrique.

(1377 ) )

3) Déduisez-en les valeurs exactes de%o et sin 19

Exercice4

On considere dans I’ensemble C des nombres complexes I’équation (E) suivante :
2’ —(1+a)(1+i)z+(1+a%)i=0 ol aestréel.

1. a) Déterminer les racines carrées du nombre complexe —2i (1—a)2.
b) Déterminer en fonction de a les solutions z, et z, de (E).

2. On désigne par M, et M, les images des solutions z, et z, dans le plan complexe

rapporté a un repére orthonormé direct (O, ﬁ,\?). On note M le milieu du segment [Mle] .

a) Vérifier que z,, =(1+Taj(1+i).

b) Déterminer alors I’ensemble des points M lorsque a décrit R .

Exercice 5

1. On considérel'équation (E) z+8=0, zc C.

a) D éerminer lesréelsabet ctelsque z3 +8=(z+2)(az? + bz+ ¢).
b) Résoudre|'équation (E).

2. Le plan est muni d'un repére orthonormé direct, on considére les points A, B et C d'affixes

respectives z, =2, z, = -1+iv3etz, = -1-iV3.

a) Faire unefigure.
b) Prouver que le triangle ABC est équilatéral.
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Série : Nombres complexes

Exercice 6

On considére 1’équation (E) : z° — (4 +i)z2 + (7 + i)z — 4 = 0 ou z désigne un nombre complexe.
Partie A :

1. a) Montrer que (E) admet une solution réelle, notée z;.

b) Déterminer les deux nombres complexes a et § tels que, pour tout nombre complexe z, on ait :
Z3—(4+i)22+(7+i)Z—4:(Z—Zl) (z—2-21)(az+B)
c¢) Résoudre (E)
2. Dans le plan muni d’un repére orthonormé direct ( O; # ; V), on considére les trois points A, B et C
d'affixesrespectives a=1,b=2+21i etc=1-1.
a) Représenter A, B et C.

b) Déterminer la nature du triangle OBC.

Exercice7

Soit P le polyndme de variable complexe z défini par: P(z)=z' =22’ - 42216

1. Donner la forme algébrique de P(iy) ouy € R
2. En déduire que I’équation P( z )= 0 admet deux solutions imaginaires pures.
3. Déterminer lesréels a,betctelsque:P(z)=(z>+4)(az2+bz+c)

4. Résoudre alors P(z)=0

4

On désigne par A, B, C, D les images des racines de I’ équation P(z) =0 dans un repére orthonormé

\2

Montrer que ces 4 points sont sur un méme cercle de centre () d’affixe -
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Nombres complexes : corrige

Exercice 1l

_7-1
1)f(2)—z(z+3)
@-iy-1 _1-2-1-1__ (x2)3 i5)=_7__1|1
(1-)(1-i+3) 4-i—-4*-1 (3 5B)3i5) 34 34

-1 72-1_ 72-1 [ 2-1)_— L
(z(z+3)j_ f(z) . Doncf (I+i)=f (i

f(1-i)=

7 11

—+
34 34

1:(Z)zi(_z+3)_ {23 £%3)

u=(2+if+(-2P=8+12-6-i + F 6- 12 i8=- 9i2

3)a)3¢-i)36-2 3)F (- ¢+ I 3- izt = F 3 & O
o 2(4-4i)=-10-1 - 7= 0~ 2
4-4
10-3_-5-2__1(GR)EH )37 ooe 037,
4-4 2(1-1) 2 (Fi ) ) 4 4 4 4

Or

b)z- 2z= 9+ 2 Pour résoudre cette équation on ppsext iy z= x iy
2-22=9+2ie —x+ 3y=H A= x=-9et y=§ d'ou = - 9—2 i

z-1+2i
Z—i

4HZ= avec z£ iOnposez= »x iy etZ& X iY

a) Ensemble des points M(z) pour lesquels Le pdi() appartient a I'axe desels (E)

_X+iy-1+2i  (x-D+i(y+2) [x—-D+ily+ 20 x—-iy— 1)
Cox+iy=i x+i(y-1)  [x+i(y=D71. [x=i(y-1)

X +iY

(DX + (y+2)(y-1) -0 (y-1)+ix(y+2) _ x* - x+ Y+ y-2+i (3x+ y-)
X2 +(y—1) X* +(y-1)°

X=X+ Y+ y-2 i 3xt y1
XH(y=17 X+ (y-1)°

—x+y'+y-2
X*+(y-1)°

3x+ y1
X+ (y-1)°

2
Doll Reg )= X ==X et ImZ ¥ Y=
Xx+y-1 _

M ' appartient a l'axe des réels signifie queZ o =
pp gnifie quean¥ ) X+ (y-1)

- Ox+§-1=0

Donc (E) est la droite d'équation 3x +y - 1 =0 privé de son point A d'affixe i.
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b) Ensemble des points M(z) pour lesquels Le pdi(f) appartient a I'axe des imaginaires (F)

2_ a—
KVIY2 o mg e v= YL
X“+(y-1) X+ (y-1)

M'(Z) appartient a l'axe des imagires signifie que R&( 3 0.

2 _ _ 2
- x=2 2X+y2+z2:O«=>x2—x+y2+y—2=0«=»(x—£J—
X“+(y-1) 2

o) o) o ) o) =2
e | X—=| +| yt=| ——==0e | X—= | +| y+—=| ==
2 2 2 2 2 2

Re@Z)= X =2

On reconnait I'équation cartésienne dicledr de centre le poim(% —%j et de rayon g:@
2 2
Ainsi I'ensemble (F) est le cercle d'équat(on %) + [y + lzj :5E privé duipoint ().

(E)
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Exercice 2

1. Pour z#i, %=1+2i<:>z—1=(1+2i)(iz+1)<:>z—1=(—2+i)z+1+2i
1Z +
< (3-i)z=2+2i = (3+i)(3-i)z=(3+i)(2+2i)
<:>102:4+8i<:>z:g+ﬁi
5 5

2. @) |iz+1=i(z-i)| =li|.|z—i]=]z-1|.

b) Pour z=i, |Z|=1< Z—_l :1<:>|_Zj:1<:>ﬂzl<:>|z—]4:|z—i|
iz+1 liz+1 |z
< AM =BM

Donc I’ensemble (E,) est la médiatrice du segment [AB].

3. a)Siz=x+iy,avec (x,y) eR*\{(0,1)} alors
L (x+iy)-1 (x=1)+iy  [(x-1)+iy][(1-y)-ix]

Ci(x+iy)+1 (1-y)+ix X2 +(1-y)’
_(x—l)(l—y)+xy+i[—x(x—1)+y(1—y)]_x+y—1+i[—x2+x—y2+y]
- x? +(1—y)2 - x? +(1—y)2
Dol Re@)=—XY*L o im(z)= 2oV HXHY
x*+(1-y) X?+(1-y)
, ~ X =y +x+y=0 [xX*—x+y’-y=0
b) Zestréel < Im(Z)—OQ{(X’y)i(O’l) {(x,y);&(o,l)
(oo [ -
= 2 4 2 4 = 2 2 2
(x.y)=(0.1) (x.y)=(0.1)

L’ensemble (E,) estdonc le cercle de centre Q(%+%ij et de rayon \/%:g
privé du point B.

X-y+1=0

(x.y)#(0.2)

L’ensemble (E3) est donc la droite d’équation x —y + 1 = 0 privé du point B.

) Z est imaginaire pur << Re(Z)=0 @{
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Exercice 3
z,=5J2(1+i) et z=-5(+ i/ 3).Posons agr 6, 2 )etagh, (2 )
1) Module et arguments des nombres complexes; _;,i, ,

2] =[sv2@+if= 5/ #i[= 8/ 24 2= 10
5v2 _ /2

On a cog, = sid, =——=— don 6’1:5 & ).
10 2 4
2/=|-50+ 3) = §u+iV§=
(';0501:__5:__1 et irﬂzz__5\/73:__\/73 doncﬁzz—z (27).
10 2 10 2 3
1 1 V4
= 10 ; argz=- argz=-— (Z’)‘—‘_—:_ carge=- amg=-— @)
z|=|2|= Z 2= 710 ; [=--

2) SoitZ le nombre complexe tel queZ= z

z=2 d'Ol‘J|Z|:é =1. argZ= arg2 = argz- argg @ )
4 4 4
2r T =117
argZ = 3 —(27T) T (21):— (2 ).
On en déduit la forme trigonométriquedle Z:= E:}%—T} (%}

Forme algébrique de Z:

_5(@+iW3)_ -1 WiV3_ -1 @iV 3)Ei ) £V 3} @V 3

zl 5J2(1+i) \/_2 i V2 @+H)a-i) al 2
_-1-43, 1—\/_3 . —x/—2—x/—6+i\/_2—\/_6
2 a2 4 4

3) En égalisant les formes algébrique et trigonométriquéatea

Z= _ﬁ_£+iﬁ_\ﬁ3:co{£7)+i si’{l_&)
4 4 12 12
on en déduit que Cégiﬂj e R é%gr] 26
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Exercice 4
1. a) ~2i(1-a)" =(1-i)’(1-a)" =[(1-i)(1-a)]
Donc les racines carrées de —2i(1—a)2 sont
(1-a)(1-i)=1-a-i(l-a) et —(1-a)(1-i)=—1+a+i(l-a).
b) Le discriminant de I’équation (E) est A :—2i(1—a)2 et une racine carrée de A
est 5§=(1-a)(1-i)=1-a-i(l-a).
Les solutions de (E) sont donc :

_ (1+a)(1+i)—(1-a)(1-i) _ 2a+2i i
! 2 2
S :(1+a)(1+i)+(1—a)(1—i):2+2ia:1+ia
2 2 2

2. a) Mestmilieude [M,M,] < z,, :¥<:>ZM (1+a)(l+i).
(1+a),, . ——  (1+a)~ -
b) z,, —T(l+l)<:>OM—T<U+V).

Ainsi lorsque a varie dans IR , M décrit la droite (D) passant par O et de vecteur directeur U+V.

Exercice5
1. @ Ona(z+2)(az?+ bz+c) = az3 + b2 + cz+ 2az% + 2bz + 2¢ = az3 + (b+ 2a)z2 + (c+ 2b)z + 2c,

a

d' ou par identi cation : b+ 2a
c+2b

2C

o o O

Onobtient a=1, b= 2, ¢c=4 dou z3+8=(z+2)(z2-2z+4).

b) Les racines de I'équation 2> — 2z +4 = 0 sont 1 — iv/3 et 1 + iv/3 donc I'équation (E) a pour

ensemble de solution S = {~2,1 —iv/3,1 +4v/3} .

2.9
.B\/\ b) Ona: AB=+/(Xs —Xa)2+ (Y8 —Ya)?
— 3 2
) 33+ (V3)
o) Deméme: AC =/33+ (v3)2=2V3
/ e BC’:\/02+(2\/§)2:2\/§
C Donc le triangle ABC est équilatéral.
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Exercice 6

1) leréel x est solution de (E) < X —(@+Dx2+(7+)x-4=0

& X2 4x2 -2+ Tx +ix—4=0

X —4x2+7x-4=0

= (X3—4X2+7X—4)+i(X—X2)=O =N
X(l—x)=0

3 4 4
- {x BC+Tx-4=—4%0

X —4x24Tx—4=1-4+7-4=0
x=0

x=1
Donc le réel 1 est solution de I’équation (E) .
2)a) (z— 1) (z—2-2i)(az+B) = (22— 2z-2iz—z+2+2i)(az+B) =] 22 +(-3-2i)z+(2+2i)](az +p)
=az’ +PBz2+a(-3-2i)22 + B(-3-2i)z+a(2+2i)z+B(2+2i)

=az’ +[B+a(-3-2i)]z2+[B(-3-2i)+a(2+2i)|z+B(2+2i)

Ecrire que, pour tout nombre complexe z, z° — (4 +1)22+ (7 +i)z—4=(z— 1) (z—2 - 2i)(az + B)

équivaut a, pour tout nombre complexe z,
7@+ + (T +iz-4= 0z +[B+a(-3-2i) |22+ [B(-3-2i)+a(2+2i)]z+p(2+2i)

a=1 a=1
Lot B+oa(-3-2i)=—(4+1i) B=-4—-i+3+2i=-1+i
N AB(-3-2i)+a(2+2i) =7 +i B(-3-2i)=5-i
B(2+2i)=—4 B(2+2i)=—4
o=1
B=-1+i
5-i  (5-i)(-3+2i) -15+10i+3i+2 —13+13i
& B=——i = = = =—l+i
~3-2i 9+4 13 13
_ _ —2(1-i
B= 4.= 4.= ( 1):—1+i
2421 2(1+i) 1+1

Finalement, pour tout nombre complexe z, z° — (4 +i)z22+ (7 +i)z—4=(z— 1) (z=2-2i)(z— 1 +1)
b) (E) équivauta (z—-1)(z-2-2i)(z-1+1)=0

L’équation (E) a donc trois solutions : le réel 1 et les complexes 2 +2i et 1—1
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(1-)@2-20) -4 i o
— = = =— == — est Imaginaire pur
b~ 2+2i 8 8 2 nATeR

d’ot OB et OC sont orthogonaux donc OBC est un triangle rectangle en O

Exercice 8
1. yeR, P(iy)=y* +iV2y - 4J2iy-16=(y* —16)+i(J§y3—4J§y).

4_16=0 y—2)(y+2)(y*+4)=0
2. yeR et P(iy)=0<:>{y , = ( )( )( )
L2y +a2y=0 y\/E(y—Z)(erZ):O
& y=-20uy=2.
Donc I’équation P(z) = 0 admet deux solutions imaginaires pures 2i et -2i.
3. Pour tout nombre complexe z,

(22+4)(a22+bz+c):az4+bz3+4a22+4bz+4c.
a=1

Par identification avec P(z), on obtient : {4a=4 <{b=—-2.
4b=42 |c=—4
4c=-16

4. P(z)=0 <:>(22+4)(22—z 2—4)=0<:>22 =—4 ou 22-z/2-4=0
Or 22:—4<:>22=(2i)2c>z=2i ou z=-2i
Et le discriminant de I’équation du second degré z?—zy2—-4=0 est

A=(—2 2—4 —4)=18=(3\2 i donc les solutions de cette équation sont
(

@:_ﬁ et @:2@
Par suite I’ensemble de solution de I’équations P(z) =0 est S = {2i,—2i,—\/§,2\/§}.

2

5. Soit 9[7] désignons par A, B, C et D les images dans le plan complexe

respectives des solutions 2i, —2i, —«/2 et 242 de I’équation P(z) = 0.

QA=2i—ﬁ= 1+4=i=£ , QB:—Zi—ﬁz /1+4=i=£

2 2 2 2 2 2 2 2
QC:_\F_\E|:_3\/§|:3\/§ | QD:Z\F—\ELB\/E:?’\/E
2| | 2| 2 2| 2| 2

Donc les points A, B, C et D sont situés sur le cercle de centre Q[?J et de rayon &
2
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Partie B

c_1-i _ (@-p2-2i) -4
b 2+2i 8 g

1) =— Lz est imaginaire pur

d’ot OB et OC sont orthogonaux donc OBC est un triangle rectangle en O
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