Mr  ABIDI FARID 3 A
Les nombres complexes

A) Forme algébrique des nombres complexes

Théoréme (admis)
Il existe un ensemble appelé ensemble des nombres complexesC,neéifiant les trois propriétés

suivantes :
1. C contientR ;

2. Il existe dansC un élément tel que i% = -1;
3. Tout nombre complexe zs'écrit d’'une maniére unique=a +ib ou a et b sont réels.

4. C est muni d'une addition et d’'une multiplication qui vérifient les mémes propriétés que I'addition et la

multiplication deR.
Remargue
L'équation x* + 1 admet alors i et (-i) comme.solutions d&ns
Définition
Soitz=a+ib € C aveca, b € R.
Le réela s’appelle partie réelle deet on écrit Red) = a.

Le réelp s'appelle partie imaginaire deet on écrit Img) = b.

L'écriturez =a +ib s’appelle écriture algébrique ou cartésienne.

Si la partie réelle deest nul,z est appelé un imaginaire pur.

Remarque

1. On a bienR c C car tout réek s’écrit :x =x +i.0 € C. Les réels sont des nombres complexes de partie
imaginaire nulle.

2. Attention : I'écriturez = a + ib ne désigne une forme algébrique qua aib sont des réels.

En particulierz + 3 n’est pas une forme algébrique, ainsi quei+ 3). La forme algébrique de+ 3 est
plutét :a +i(3 +b). Pour 2 +(5 — 3), ca sera: 5 bi

3. La partie imaginaire da + ib estb et nonib.

4. Reg +2) = Ref) + Re@), Im(zy + 2) = Im(z) + Im(z).

5. Ayez le réflexe suivant: Z <0< z est imaginaire pur.

Mais: on ne parle jamais ni de complexes posifits , ni de complexes négatifs.

6. Un nombre complexe, dont la partie imaginaire vaut 0, est un réel.
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Propriété

Soitzun nombre complexe. On a :
1. zestréd < Im(29 =0;

2. zestimaginaire pur < Re@) = 0;

3. Oestleseul nombreréel et imagianire pur alafois.

Exemple

z=2+iv2 estun nombre complexe. On a :Re{2 et Img) = V2.
Soitz=4 + 3, alors Ref) =4 et Img) = 3.

Propriété (égalité de deux nombres complexes)
1. Soitz; =g +ib; etz = a, + ib, deux nombres complexes. Alazset z, sont égaux si et seulement s' ils
ont mémes parties réelle et imaginaire:
=< a +iby=a, +ib, © a;=a, ethb; = h,.

2. En particulierz=a+ib =0« (a=0 eth = 0).

Théoréme
Soitz = a; +ib; etz =a, + ib, deux nombres complexes. On a :
1. z+2= (g +a) +i(b +by).

2. 727, =(ay3,— bib,) +i(asb, + asby).

Exemple
Soitzz=1+3 etzz=-4.0nazz+2=1-i.
i(L+i)=i+i%=-1 +i.

2-)B+i)=6+2-3-i’=7-i.

Propriété
1. L’addition dansC vérifie les propriétés suivantes :

- Pourtoutze C,z+0=0+z=z

- Pourtoutze C,z+ (2 =0avecz=-a-ib

2°) La multiplication dan& vérifie les propriétés suivantes :
- Pourtout ze C,z1=1z=z2

- Pourtoutze(C,zlzlaveclz 1_ -_a __ b
z z a+ib  a?+b? a®+b?
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Théoréme
1. L'addition dansC vérifie :
Pour toutz;, z, etz; de C , z1+2=2%+z=a,+a, +i(b, +by)
(z+)+z=2n+2+12).
2. La multiplication dansC vérifie :
Pour toutz;, z, et Z,de C , 4% =04

(212)z5 = z1(225)

2(+2Z) =212 + 212,

Remarque
On constate que les opérations de calculs danbéissent aux mémes regles que danBonc dans les

calculs surC, ne précipitons pas sur la forme algébrique. On raisonne le plus longtemps possible avec la

variablez et on ne passe a la forme algébrique que lorsqu’on ne peut plus avancer.

Notation

Soitz un nombre complexe. Pour tout naturelon nul, on pose Z' = zxzx...xz
(n fois).

Par convention si zest non nul, on note 22 = 1.

. ) 1
Si zest non nul, on notez" = —.
z

Propriété (nouvelle identité remarquable)

Pour tout réels etb, ona: a’+b?= (a+ib)(a—ib).

Remarque
1. En particulier, ayons le réflexe d’écrire :

Z+1=g+i)(z-i).
Il N’y a pas d'unicité de la décomposition car on peut aussi écrire :
Z+1=1+2=(1+iz)(1 -i2).
2. Retenez:
(1-i)?>=-2Zi et (1 +i)*= 2.

Cette remarque nous permet de dire que tout nombre complexe imaginaire pur est un carré. Erréffet si

aveca € R, alors on peut écrire : z=ig = z(%) =1 +i)\/%]z_

Sia<0,alors:  z= -z(-%) =[(1-) —%]Z.
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Exemples
0 Cherchons une expressionitien fonction den. Pour cela, calculons d’abord :
- %=1
- iP=iit=4;

- =i =1

5 _

4 _
=1

- i =i,
Lorsqu’on calculeé® = 1, on peut exprimef en fonction dep. Ici p = 4 et on sait que tout entier positif
s’écrit sous la forme :
n=4k+ravecke Netr € {0, 1, 2, 3}.
On conjecture et on prouve par récurrence:
i = 1,i4n+1: i i*2- 1 i t3= |
En effet sin = 4k + 1, alors" =i* = ({%)* = 1.
Donc sin = 4k + 2, alors" = i**2=".1,
Sin=4k+ 3, alorg"=i**3=1,

O Cela nous permet d'écriré'?°= 4 car 1999 = 4.499 + 3.

U La forme algébrique d:_eL est } = |—2 =4
| | |
’ . i-n 1 n n
Il s'ensuit que i = — =(4)" = (-2)
i
1+i 2
U Mettons z= [iJ (1 — 4)° sous forme cartésienne:
3
1+i 2 1 2i
+i ! 1
—— | 1-2°=Z(1+23-1)1-2°(1-2) =S (1+4°-4)1-12
(@J( )3( )(1-2)7(1-2) 3( )1 -12)
2i 14.
=—(-3+4)(1-14 =4 —-—.
3 ( )1 -13) 4 5|
O Mettons 2_7I_ sous forme algébrique2:_7l_ - (2=ME-1Y) _ —71-43
3+11 3+11 9-1212 130

U Cherchons a résoudre d&hgéquation: (5+9z-1+3=-3z+4-2.0na:

(5+2A)z2-1+3=-3z+4-2 < (5+4)z+3z=5-5

z+iz=1-i

0

< bz+GHz=5-5

@a-i*
a+i-i)

1-i
& = —F =
1+i
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B) Interprétation géométrique

Définition
On appelle plan complexe un plan affine euclidien P rapporté a un repére orthonormé direct

(O, U, V).

Définition
A tout nombre complexe = a + ib, on peut lui associe un point uniqueayip) de coordonnées(b),
appelé point image deet on le note My).
A tout point M@, b) de coordonnées(b) du plan, on peut lui associer un unique nombre complexe
z=a + ib, appelé affixe de M. On le notg.

Remargque
1. La notation M) se lit alors «M d’affixez».

2. Le nombre complexe = 0 a pour image le point O.

Théoréme

- -
Soit P un plan rapporté au repére orthonormé directu/Q,v).

O A tout nombre complexe = a + ib, on peut lui associe un vecteur unig@Mv =au+b v.

—
appelé vacteur image de et on le note OM (2).

—_—

- —
Q A tout vecteur OM =au+b v du plan, on peut lui associer un unique nombre compEexa + ib |

appelé affixe de M. On le nota,.

Remarque

R
. Si M(2) est un point d’'affixez, alors le vecteuOM est I'image de.

Le complexe = 0 a pour image le vecteur nul.

1
2
3. Deux points du plan sont confondus si et seulement si ils ont méme affixe.
4. z estréel si et seulement si Bl@ppartient a I'axe des abscisses.

5

. Z estimaginaire pur si et seulement szMdppartient a I'axe des ordonnées.

Année 2008-09 © www.mathsecondaire.net page 5- 17



Mr  ABIDI FARID 3 A
Les nombres complexes

Ainsi : I'axe des abscisses sera appelé axe réel et I'axe des ordonnées sera appelé axe imaginaire.

b wa+in

1

Propriété

. —> —> — ~ .
Soitw un vecteur du plan tel qu& = AB ou A et B sont deux points du plan. On a :
ZW =23 -7

ou Zg etz, sont les affixes respectives de B et A.

Propriété

1. zﬁ, = Zg—2a oU Zg etz, sont les affixes respectives de B et A.

- -
2. Soit u et v deux vecteurs du plan ayant pour affbet Z respectivement.

— - .
u + v apour affixez+7 ;

N
Pour A € R, 2 u a pour affixerz.

Exemple

U Soita, B,y des réels tels que+ 3 +y = 0 et A, B, C trois points du plan affectés des coefficianfs et

v. Le barycentre G du systéme {(@), (B, B), (C,7)} a pour affixe :zs = W#.
a+B+y

U En particulier si | est le milieu de [AB], on @ = %(zA +2g).
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C- Module d’'un nombre complexe

Définition
Soitz=a+ib, on appeIIeE =a—ib le complexe conjugué de

On a appelle module d’'un nombre complexea + ib avec &, b) € R? le réel positif notéz] définie par :
l4=+va%+b? .

Remargue
1. Soit M Iimage dez =a +ib et M I'image dez =a-—ib. Alors M et M sont symeétriques par rapport a

I'axe des abscisses.

—>
2. L'interprétation géométrique du module est donné par la relatigh= ||OM ||. Cette relation vient du

théoréme de Pythagore.

M (a-+ik)
p

|

=

' (a-ik)

3. Soitz=a e R, alors le module deest :

7= a? =l

Donc pour un réel, le module coincide avec la valeur absolue, ce qui Iégitime la notation.

4. Ona:
- L= 21 =2y

- a=n=>kl =R

On fait attention a ne pas confondre équivalence et implication!
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Exemples
0 3-5 =3+5,18 =18,-8 =8.
QL+i=+v2,j=1, -1 -V2i|=+3.
O Cherchons I'ensemble des nombres complexekqueZ = .

Posongz =x +1iy, alors on a :

7=l oxX-y+2xy=x*+y?

xy=0
Py
x2—y2 _ ,x2+y2
On a deux cas a examiner :

- Six=0,alors: ¥ =y >y=0=>2=0;

- Siy=0,alors¢ = Vx? | ce qui implique :
X =x* = x¥(¢-1) = 0= x= 0 oux = 1 oux = -1.
Donc on a soiz = 0, soitz= 1 ou soitz = -1. Comme on a une implication, on vérifie que ces solutions
vérifient bienZ = 7. Il se trouve que c'est la cas.

U Soitzun complexe. Déterminons I'ensemble D = @M€ P, | = 3}.
On écrit : 4 = OM. Alors |4 =3< OM=3.

Donc D est un cercle de centre O et de rayon 3.

On peut aussi utiliser la forme algébrique pour résoudre ce probléme :
posons z=Xx+1iy,xetyréels, ona:

l4=3c (x?+y? =3 X +y¥-9=0.

C’est I'équation du cercle de centre (0, 0) et de rayon 3.

Propriété

Siz=a+ib, alorszz =a*+b* = |72

Remarque
En particulier, on a :

- |z|=1@2=5.
z
R

- Z=opfeze
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Propriété
1. Le conjugué dez estz =z
2. zesdtréd & z =z

3. zestimaginaire pur < z=z

z+2 z-z
4, Rep) = —— etim@d = ——.
4] > @ >

Remarque
Il est peut-étre commode retenir sous la forme suivantez sait+ ib. On a :

1. z+ z =2a=2.Ref) doncz+ z estun réel

2. z—z=2b= 2.lm(2 doncz-— z est imagiaire pur.

Propriété

1. zy+2, =21 + 2,.

2. 212, =7 7,

3. Az=Lz, LeR.

4. 2" =7, neZ(z=0sin<0)

5. ze C\O}, (;j -1
Z

Remargue
1. Les résultats s'étendent a la somme ou au prodaitndenbres complexes.

2. Voici une méthode de recherche de I'écriture algébrique d’'un quotien&: =-Z
z z2z

Par exemple, on a:
3+i _ (@+i)2+4) _2+14 _ 1 li "

2-4i (2-4i)(2+4)) 20 10 10

3. M”(%) est situé sur la demi-droite

O et qui contient IV(E) :
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Propriété

L lzI=12=8.
2. ze(C, g=0etf =0=2z=0.

3. zeCetz eC, Z|=Hk|
4. pZ =P}l AeR.
5. zeC, i‘ = i
2l |4
6. |Z1=F" neZ(@z=0sin<0)

7. zeC etz eC, g+Z|<g + k] (inégalité triangulaire).

Exemple
N4
U Soitz= (1+—2|j
1-i
weail* _ P2’ 25
Ona: Iz = = = I .

|1-i | 1-i*

O Cherchons 'ensemble des Ctel que : z— 1+ 3|=|z + 89|

Utilisons la relation: Z|=}.Ona:
E—1+3|=|z +8-9|<[z—1+3|=|z+8+% |
ok-1+3=p+8+9|
<Sk-1-3)=k-(8-9)

Considérons le point A(1 )3 B(-8 — 9) et M(?). On est ramener a chercher M tel qéévl = BM.

L’ensemble des points cherchés est la médiane de [AB].

U Cherchons I'ensemble des nombres complexekque :  (z+ Z’)(E —-2)=4.

Nous allons donner deux méthodes.
1% méthode
(z+2)(z-A)=4 < (z+2)(z+2)=4
o |z+2P=4

o z-(2)=2.

Considérons le point A(iRet M(2), alors on est ramené a chercher les points M tels que : AM = 2,

C'est un cercle de centre A et de rayon 2.
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2™ méthode
On peut aussi utiliser la forme algébrique. 2aita + ib et calculons:
(z+2)(z-2)=4 & 2z-2z+22=0
o a+b’+2(z-2=0
o a’+b?+2(2ib)=0
o a2 +bP-4H=0
f—

a?+(b-2f-4=0.

C’est I'équation d’un cercle de centre (0, 2) et de rayon 2.

Exemple
U Cherchons I'ensemble des pointsaMels que : Z_ZI_‘ =1.0na:
|z-2i| _| z-2i |

lz-1+i|  |z-@-D)]
On consideére les points Aj2t B(1 —i), alors :

22| _AM o BM#0 et AM = BM.
z-1+i BM

L'ensemble cherché est la médiatrice de [AB].

U Cherchons I'ensemble des nombres complexels que :4— 2| = 2¢ + 2i|.
Considérons les points [g( A(2i) et B(-2). On a:
lz— 3| = 2¢ + 2| = AM = 2BM
< AM? - 4BM =0

& (AM —2BM)(AM +2BM)=0
Soit | = Bar{(A, 1), (B, 2)} et J = Bar{(A, 1), (B, 2)}. On a:

— — — = —_ —
(AM —2BM)(AM +2BM)=0<- IM .3 IM =0< M e C([1J)).
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D) Argument et forme trigonométrique

Définition

—
Soitz € C d'image vectorielleOM . On appelle argument de noté argf), une mesure quelconque

- —> - —>
exprimée en radian de I'angleé (OM ) : argz= (u,OM) [2x].

Remarque
1. 0 n’a pas d’argument. Donc ne pas parler d’argument pour 0!

2. Deux arguments d’'un nombre complexe different d’'un multipletd&i2: et sont deux arguments de

z, on a o =6 [2x]. Les arguments d'un nombre complexe non nul sont les nombres de 18 erBka avec

k € Z et I'un quelconque de ses arguments.
Exemple

arg 1 =0 [2], argi = %[Zn], arg(L +) = % [2n].

Propriété
1. Siarg=0[21] @ zeR,".

2. Siarg=n[2n] ©zecR .

3. Siarg= % [1] ©zeiR".

Remarque
On peut expliciter encore plus la propriété 3°) :

- yeR, o argly) = % [27];
. 3n
- yeR. < argly) = > [27].

Exemple
. . 3n
Construire I'ensemble des pointsHifel que arg@) = " [2n].

ona:  argQ =" (2] e (U, OM) = > 2n]

L’ensemble cherché est la demi droite privée de son origine O de vecteur diﬁictburi).

Théoréme
Soitzun nombre complexe non nul et M son image dans un plan P. On a:

_— —>
z=[g.(cosb +i.sinB) avecd = ( Ol ,OM) [2x].

Réciproquement si le nombre comple@écritz=r.(cost +i.sin8) avecr > 0 etd réel, alors :

r=k| et 6=(Ol,0OM)2n].
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Remarque
L’hypothéser > 0 est essentielle. Si il est strictement négatif, il faudra écrire :

Z=+.(-cosO +i(-sin0)).
On cherche alorg tel que cos = -cos et sing = -sinf. Dans ce cas, on pogk3d + >0etona:
z=.(cosp +i.sin@) avece = + 6 [27].
Théoreme
Soitz un nombre complexe non nul. Il existe R, et < [0, 2] tel que:z=r.(cosO +i.sino).
Définition
Q L’écriture z = r(cos® +i.sin®) avecr € R, eto € [0, 21] est appelée forme trigonométriquezle

U On peut toujours choislr dans l'intervalle Jr, n[. On dit dans ce cas q@eest I'argument principal.

Remarque
1°) Attention : la forme trigonométrique est de la fomteos6 + i sin6), c'est-a-dire que la partie réelle est

un cosinus et la partie imaginaire un sinus. En plus de cela, cos et sin agissent sur le Méme réel

Ainsi I'écriture smg + |.cos§ n'est pas une forme trigonométrique. Pour passer a la forme trigonométrique,
- . ‘e . T
on utilise les formules sixn= cos(E —X) et cox = sm(E —X). On a alors :
LM m 3t . . 3n
sin— +i.c0S— = cos— +i.sin—.
5 5 10 10

Et I'écriture co% + i.sin% est bien une forme trigonométrique.

2°) Récapitulons :
a- Soitz=r.(cosO +i.sinB). On a deux cas :
e sSir>0,alorsZ =r etargz =90 [2n];
e sSir<Qo,alorsg =+ etargz=n +a [27]

b- Soitz=r.(sin® +i.cosd) avecr € R, etd € R, alors
T
|2 =r etargz= > -0 [27].
3°) La forme algébrique est mieux adaptée aux calculs avec des sommes et des différences. En revanche, la
forme trigonométrique est mieux adaptés dans les calculs de produits et de quotients.

Propriété (relation entre forme cartésien et forme trigonométrique)
Soitz=a+ib.Ona:

cosezL,sinS:L etf =va?+b? .

a%+b? aZ+b?

Exemple
U Soitz= -1 +i. Cherchons sa forme trigonométrique :

d=1(D2+12 =2 = 2= \/E(-% +i%)= \/E(-% +i%).
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J2 J2 3

On résout {co® = Y et sind = 72} et on trouved = e

0 Soitz= 1 —i /3. Cherchons sa forme trigonométrique :

=12+(H3)? =2= 4= 2(% +i£).

2

On résout {co$ = % et sinb = %} et on trouved = %

0 Soitz = -2 —i2+4/3 . Cherchons sa forme trigonométrique :

= y(-2%+(2V3) =4= 2= 4(-% —iﬁ).

2

On cherche a résoudre {cbs % et sind = -@} et on trouved = 2—;

. 5 . .5 -
U Soitz= 4(cos§ +i sm%). Cherchons sa forme cartésienne. Pour cela, calculons :

sin5—7c = sinf —E) = sin’ = 1 et coss—7T = cosft —E) = -cos’ = @
6 6 6 2 6 6 6 2

On trouve ainsi z= 4(% —ig) =2-243.
Propriété

1. arg_z = -argz|[2n].

2. arg (?) = argz+m [2n].
Preuve

Il suffit de faire un dessin pour voir que ces relations sont vraies :

¥
Miz)
8]
M z)
M”[:-z:]
Remarque
On peut compléter : ze C et a e R, argez) = argl) [2n] et arg(ez) = arg@) [2n].
Exemple
. s . 3n . T . i
U Ona:arg)= E[Zn] = arg(d) = > [2m]. Q arg(l +) = 2 [27] = arg(10(1 +)) = 2 [27].
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Propriété
Soitz, z etz des nhombres complexes non nuls. On a :

1. argez) = argl) + arge) [2n]
2. neZ,argg) =n.arg@ [2n]

3. arg% = -argz [27]

4, arg:—1 = argz; — argz [2n].
2

Exemple

.\ 10
U Cherchons ar@i} .Ona:
—i
. T . T 1+i T
arg(1 +i)=— etargl +4) =-— > arg— = —
9(L +) =7 94 =-7 9572
1+i)'°
Donc on trouve : arE;l—J = 5r [2n].

U Cherchons argcos6 —i sind)) :

arg((cos6 —i sin®)) = argi + arg(co® —i sin6) [2x] = % -0 [2n].

0 Attention & : sird +i cos0 = cos(% —0) + isin(% —0).

U Soitz un nombre complexe de module 5 et d'argum%}qt Z un autre nombre complexe de module 2 et

. . . - z
d’argument % . Déterminer le forme trigonométrique zizet de— .
z

Ona: [zZ] = g.Z| = 2.5 = 10 et argf) = arg@) + argg) [2n] = % [27].
z 5 z
De méme: ?‘ =5 et arg(?) = arg@) — arg¢) [2n] = [2n].

De l'autre c6té, on pos€ Z -1, alors : |4 = 1 et arg(2 == [2r]. Donc

Z:Z’<:>2r:1etargZ:arg’2[2n]<:>r:1et9’:2—;+2knaveckeZ.
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E) Equations du type z2=a

Théoréme

Soita un nombre complexe non nul d'argumént.’équationZ = a admet deux solutions dafisqui sont

Ja b etzzz[\/H, g+n].

Z; =

Remarque
Nous avons utiliser pour la démonstration du théoreme une méthode trigonométrique. Il existe une méthode

algébrique pour calculer la racine d’un nombre complexe. Cherchons a régcudraveca € C. Posons

Z=Xx+iy avecx,y € R eta =a +ib.

Ona:

Z=aoxX-y=aetXy=bo X’ —y?=a, signefy]) = signeb) etx? +y? = Va® +b? .

Alors

x2=%(a+ VaZ +b? ),y2=%(-a+ Va? +b? )etx2y2=§

D’ou 2xy etb ont le méme carré puisqu’ils ont méme sighe=:2xy.

Exemple

O Soit 'équation Z2= -5 + 12. On pose=x +iy eton a:

x?-y?=-5 2x% = 8 x2 = 4
Z=5+12= (x*+y? =13 = 2y? =18 ] y?

9 & ou

xy>0 xy>0 xy>0 y=3 y=-3

Donc I'ensemble des solutions est : S = {2i;+3 — 3}. On constate qua, = -z.
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Les nombres complexes

O Soit 'équation Z> = 1 —i. Posong = x + iy, alors :

Z=X-y+2xy=1-iox¥ -y =1letxy=-

N

D’autre part, on a :

[2f = +y =42
On adonc:
X2—y2=1
2 2
fe1io | XHYI=N2
xy<0
On trouve
x=4_r1/1+\/E etyziwfﬁ_l.
2 2
On trouve :

e [ L [ g [ [
2 2

2
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