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Equations différentielles

©® Equation différentielle y'=ay avec a0

Théoreme
L’ensemble des solutions sur R de I’équation différentielle y'=ay avec a#0 est I’ensemble

des fonctions f* tellesque  pour tout xe R, f (x)=ke” ou keR

© Equation différentielle y=ay+b  aec a%0 er b#0

Théoreme

L’ensemble des solutions sur R de 1’équation différentielle y'=ay+b avec a#0et b#0 est

I’ensemble des fonctions f telles que Vxe R, f (x)=ke™ _b ou ke R
a

Propriété
Pour tout couple (x,,y,) de réels, I’équation différentielle y'=ay+b avec a+#0 et b #0 admet

une solution f et une seule telle que f(x,) =y,

Exemple 1
Résoudre 1’équation différentielle 2y '+3y =0

On écrit I’équation différentielle sous la forme y'= —% v

Les solutions dans R sont les fonctions définies pour tout xe R par f (x)= ke? avec keR

Exemple 2
Trouver la solution f'de I’équation différentielle 2 y '+3y =0 telle que f(2)=1

D’apres I’exercice précédent , les solutions dans R sont les fonctions
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23,
f(x)=ke? avec ke R

Traduisons la condition initiale f(2)=1 soit f (2)=ke” =1 soit k=¢

3(1—%x)

3
Ainsi, la solution fde 2y +3y =0 telle que f(2)=1 estla fonction f(x) =e’e ? =e

Exemple 3
(E) est I’équation différentielle y '=-2y+5
Résoudre (E) et déterminer la solution f'de (E) telle que f(0)=2

Les solutions de (E£) sur R sont les fonctions

-2x 5
S (x)=ke +E avec ke R
Traduisons la condition f(0)=2 soit f (0)=k +§ =2 et donc k= >

S (x)= _1 e_zx +§2

La solutionde y '=—-2y+5 telle que f(0)=2 est la fonction >
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© Equation différentielle "+ w?y=0 avec ®R*

Théoreme

L’ensemble des solutions sur R de 1’équation différentielle y"+®’y=0 avec we R" est

I’ensemble des fonctions f telles que

pour toutxe R, f(x)=k coswx+k,sinwx avec k eR, k,eR

Remarque

On peut aussi €crire les solutions sous la forme

pour tout xe R, f(x)=Acos(wx+¢) avec Ae R, pe R

Exemple
1. Résoudre I’équation différentielle y"+9y =0

2. Trouver la solution de 1’équation précédente qui satisfait les conditions f (0)=1 et f'(7w)=-2

Solution:
1. Les solutions de 1’équation différentielle sont de la forme

f(x)=k cos3x+k,sin3x avec ke R, k,e R
2. 11 s’agit de trouver une fonction f dont les constantes k, et k, vérifient les conditions
imposées.
La condition f(0)=1 estéquivalente a f(0)=4k,cosO+k,sin0=+k =1 soit k, =1
De méme, nous avons pour tout réel x,
S '(x) ==3k, sin3x+3k, cos 3x

La condition f''(w)=-2 est équivalente a f'(7) =—-3k, sin3n+ 3k, cos3n=-3k, =-2
soit k, = 2

3
La solution cherchée est la fonction

2 .
f :xl—)cos3x+§sm3x
1,~
3

-
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