Mr ABIDI Farid

Primitives

I- Définition et théoréemes
Définition ;
Soit f et F deux fonctions définies et continues sur un intervalle I.

F est dite une primitive de f sur | si, et seulement si, F est dérivable sur I et pour tout x de I ,
F'(x) = f(x).

Remarque:
Pour vérifier que F est une primitive de f sur I, il suffit de dériver F ; on doit trouver que F’=f.

Théoréeme 1:
Toute fonction continue sur un intervalle | admet une primitive sur |.

Théoreme 2:

Soit f une fonction admettant une primitive F sur un intervalle I.
Alors toutes les primitives de f sur I sont les fonctions G définies sur | par : pour tout x de I, G(x) =
F(x) + ¢, avec ¢ un nombre réel .

Théoréme 3:

Soit f une fonction admettant des primitives sur un intervalle I, x, un pointde | et y, un réel
quelcongue fixé.

Il existe alors une uniqueprimitive de f, F, telle que F (x,) = v,.

F est appelée laprimitivedef sur | qui prend lavaleur y, en x, .

Théoréeme 4:
Si f et g deux fonctions continues sur un intervalle I, a et b deux réels , F une primitive de f
sur | et G une primitive de g sur |, alors aF + bG e st une primitive de af + bg sur | .

Retenons.
Si f et g sont deux dérivables sur un intervalle | telles que, pour tout x de I, f'(x) =g'(x)
alors il existe un nombre réel c tel que , pour tout x de I, g(x) = f(x) + ¢

I1- Calcul de primitives de fonctions usuelles.
Donnons donc le tableau des primitives qui doit étre parfaitement connu ( ¢ est un réel ):

4 A

Si f est définie par | sur I’intervalle | alors ses primitives s’écrivent
a ,areéel fixé R ax +c
X 1
R =x*+c
x" n>1 R 1 ™ 4G
n+1
x" n<-1 R” ou R, 1 X" 4G
n+1
1 * " 1
= R ou R, e
X X
COs X R SiNX+c¢C
sin x R -COSX +¢C
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ésin(axwt b)+c

cos(ax +b), a =0 | R
R

sinax +b), a #0 —%cos(ax+b)+c

2 1 T T tanx+c
l+tan" X =— -
COS” X 22
1 10,+00] 2Jx +c
Jx
Vx [0,+e0] %x\/;+c

I11- Savoir reconnaitre une formule composée
Dans le tableau suivant, u et v sont deux fonctions dérivables sur un intervalle I.

f F Conditions

k.u' , kréel k.u

u +v u-+v

uwv + uv' u.v

u'v—uv' u Vv ne s'annule pas sur |

V2 v

u'u” Lum—l n>1
n+1

u'u” iu”” n<-2 et unesannule
n+1 pas sur |

u' 2Ju u est positive et ne

Ju s'annule pas sur |

wJu %U\/U u est positive sur | .

IV- Calcul de primitives de fonctions trigonométriques
Exemple 1:

Soit f(x) = cos® x.sin® x
a) Montrer que f(x) = sin x(cos2 x —cos’ x) :
b) Calculer alors toutes les primitives de f sur R ..

Solution:
a) Pour tout x réel,

f(x) = cos® x.sin® x =sin x(cos2 Xx.sin’ x)
=sin x[cos2 x(1-cos? x)} =sinx(cos” x —cos" x)
b) Pour tout x réel, f(x) = sin x(cos2 X —cos* x) =sin x.cos” X —sin x.cos* x

- . 1 1
Les primitives de f sur R sont les fonctions x — —=co0s® x +=cos’> X +¢, ceR
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Remarque :ici il s'agit de calculer les primitives des fonctions du type cos" x.sin™ x avec n ou m
impair . La méthode de calcul est toujours la méme et est basée sur la formule cos? + sin2x = 1.

Exemple 2 :
Soit f(x) = cos? xsin* x.

a) Montrer que, pour tout x réel , f(x) = é(cosz—Zcos4x—cost+2)

b) Calculer alors toutes les primitives de f sur R ..

Solution:
Pour tout x réel,

ix —ix 2 ix _ix 4
f(X)=COSZX.sin4x=[e +2e j(e _2e ) =6_14<e.x+e.x)2(eix_e_ix)4

e +e ) (e* —g™ ):|2 (eix g )2 =6_];1(92ix _ g )2 (eix e )2

e4|>< 2+e—4|x)( le 2+e—2|x)

e6|x +e 6|x (e4|x te 4|x) (e2IX +e 2|x)+4i|

||—\ g||—\ g||—\ g’||—\ E|l—‘

(
(e6lx 284|X + e 2e2ix +4— Ze—Zix —2|x 2e—4|x e—6ix )
a1

2C0S6X —4C0S4X —2C0S 2X + 4)

= %(cos6x—20054x —C0S2X +2)
c) Les primitives de fsur R sont les fonctions

xn—>i 1sin6x—lsin4x—lsin2x+2x +Cc,ceR
32\ 6 2 2

Remarque: ici il s'agit de calculer les primitives des fonctions du type cos" x.sin™ x avec n & m pairs
La méthode de calcul est toujours la méme et est basée sur la linéarisation.

V- Calcul de primitivesde fonctions rationnelles

Exemplel:
. 2x% —4x+3
Soit f(X)= —S—
(x) 1)
a) Montrer qu'il existe deux réels a et b tels que pour tout x de R\{1},
f) = a+—2 .
(x—1y

b) Calculer toutes les primitives de sur -0 .

Solution:
a) On remarque que pour tout x de R\{1},
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2 _ 2(x?—2x+1)+1
X 4X+3:( ) =24+ 1 ainsi a=2eth=1.

(x-1) (x-1) (x-1)

b) Les primitives de f sur |-oo,1] sont x > 2x—%+c, ceR
X_

F(x) = 2

Exemple 2
x® —2x° +5x
(x* -2y
1. Déterminer les réels a, b et c tels que pour tout x de R\{-1,1},
b c
2 + 2"
(x-1)" (x+1)
2. Déterminer la primitive F de f sur ]-1,1] qui s’annule en 0.

Soit f la fonction définie par f(x) =

f(x)=ax+

Solution:

1. Pour tout x de R\{-1,1},
b e ax (x’ —1)2+b(x+1)2+c(x—1)2
+ =
(x-1) " (x+1) (x2-1)

2

f(x)=ax+

ax (x? —1)2 +b(x+1)" +c(x-1)
_ (x*-1)
ax(x4 - 2x? +1)+ b(x2 +2X +1)+c(x2 -2X +l)
) (1)
_ ax® —2ax® +ax + bx® + 2bx + b+ cx* — 2cx + ¢
(x*-1)

_ax5—2ax3+(b+c)x2+(a+2b—2c)x+b+c

2
(x*-1)
a=1
a=1 a=1
. |-2a=-2
D’ou S<ib+c=0=<b=1 .
b+c=0
b-c=2 c=-1
a+2b-2c=5

alors toute primitive F de f sur

2. Comme pour tout x de -1, f(x) =x+

2

(x-17 (x+1)

|-11] s*écrit F(x) Sl L e , oiceR.
2 x-1 x+1
Pour que F soit la primitive de f sur ]-1,1] qui s’annule en 0, il faut que F(0) = 0 d>oti ¢ = -2.
- 1 1 1
Ainsi, pour tout x de |-11[, F(x) = =x*-2———+— .
P ] ]{ ) 2 x-1 x+1
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