Mr  ABIDI FARID

Suites adjacentes : cours et applications

Définition:
On dit que deux suites réelles (uy,) et (vy,) sontadjacentes si elles vérifi ent

les propriétés suivantes :

1. (uy) est croissante, et (vy) est décroissante;

2. lasuite (vy, —up) tend vers zéro.

Théoreme:

Deux suites adjacentes sont convergentes et ont |la meme limite.

Démonstration:

Il suf fit de montrer que les suites sont bornées

en fait il suf fit de montrer que I'une d'elles est bornées, car (v, — u,,) I'est aussi (elle converge,

par hypothese , et donc l'autre devraalors aussi étre bornée par addition ou soustraction.
Montrons donc que (u,,) est bornée. D'abord elle est évidemment minor ée par ug, puisqu'elle
estcroissante:  up = Up-1 Zup2>--->up =uy (et deméme (v,) est minorée par vy).

Mais on souhaite plut 6t savoir qu'elle est majorée.

Comme (v,, — u,,) converge, elle est bornee, donc il existe 1 > 0 tel que |v, — u,| < p pour

tout n. Celaimplique notamment que u,, < p+ v, ; Maisv, < vy, donc u, < p+ vy pour tout N,

ce qui termine la démonstration.
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Exercice 1
Démontrer que les 2 suites (un ) et (vn ) définiessur Nparuy =1+ nil etv, = n: 1 sont
adjacentes.
Exercice 2
. . i . n"
Soit la suite (up ) définie sur N* paruy =1+ T
Démontrer que les deux suites (uzp ) et (uzp+1 ) sont adjacentes.
En déduire que lim up=1
n—-4-0C

Exercice 3

, . P 51 11
Démontrer que les 2 suites (un ) et (vn ) définies sur N* par up = Y. —etvy = >+ " sont

i=1 | i=1 |
adjacentes.
2

7 e N e ' . . . ’ T
Vérifier a I'aide d'une calculatrice que leur limite commune a pour valeur approchée o

Exercice 4

n
Démontrer que les 2 suites (un ) et (vn ) définies sur N paru, = 2| .il etvy =up+ " 1
=1

sont

adjacentes.

On admettra que leur limite commune est e, la base du logarithme népérien. e ~ 2,718.

-
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Corrigé 1:

démontrons que (un ) est décroissante :
1 1 1 1 1 n+1

o O 7 o
n

=7 (D)

pour tout nde N, up+1 - up =

al - (el (nel)l

<0carnx=0et (n+1)l>0

donc (up ) est décroissante.

démontrons que (v ) est croissante :

pour tout nde N, vt - vp chel n (ned)n+l-nin+2)

n+2 n+1 (n+2)(n+1)
_n2+2n+1—n2—2n_ 1 >0
(n+2)(n+1) (n+2)n+1)

car1>0et (n+2)(n+1)>0 puisque n>0
donc (vn ) est croissante.
démontrons que lim up-va=0
n—oC

1 n
Up-vn= 1+— -
nl n+1
lim i=TendversOquandnTendver‘s+occar lm nizse et lim —T—= lim 2 =g
n >+ nl n—>oc no4c n+l NN

donc lim up-vya=0
n—4C

(up ) est décroissante et (vn ) est croissante et nl_i>Toc Un - Vn = 0 donc les 2 suites (uy ) et

(vn ) sont adjacentes

Corrigé 2:

démontrons que (u 2p ) est décroissante :

2D 1 1 2p-(2p+2)
* - = -1- = -—=z
pour tout p de N*, uz(per) -uzp = 1+ 2(p+1) ! 2p  2(p*1) 2p 2p(2p +2)

2
- — 2 2 2 +1
2p(2p+1)<0car >Oet2p(2p+1)>0carp>0

donc (uzp ) est décroissante.

démontrons que (u 2p+1 ) est croissante :
(_1)2p+3 ) (_1)2p+1 1 1 2p-1+2p+3

+1)+1 - a4 =1 -1 - ) ]
pour fout n de N, Uz(p1)+1 - Uzpn1 * 2p+3 2p+1  2p+3 2p+1 (2p+3)(2p+1)

donc (uzp+1 ) est croissante.

-
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démontrons que lim uzp - uzp+1 = 0

CORSINGC e
2p 2p+1

lim —2P*1 _ jim l:o

2p+1+2p _ 4p+l
2p(2p+1)  4p2+ 2p

uzp - Uzps1 = 1+ =1/2p + 1/2p+1 =

n —>+oC 4p2+2p n >+ P

donc lim Uzp - Uzp+1 = 0
n —4C

(u2p ) est décroissante et (uzp+1 ) est croissante et lim uzp - uzps1 = O donc les 2 suites

n —4oC
(uzp ) et (uzp+1) sont adjacentes
Corrigé 3:
démontrons que (u n ) est croissante :
el RS | 1
pour fout nde N*, unet -Un = 2. 5 -2 5= 5>0
=t b e ! (n+1)
donc (un ) est croissante.
démontrons que (vn ) est décroissante :
x 1 1 1 1 1 1
pour tout n de N*, Vi1 - Vn = Upet + “Un-— =Unl -Un+ . 2 * n
+1 n n+l n (n+1) n+l n
n+n(n+1)—(n+1)2 1
= 2 = - 2 <0
n(n + 1) n(n+1)

donc (vn ) est décroissante.

démontrons que lim up-vp=0
n— oC

S =

1 .
un‘Vn: n_or' 'lm

=0car lim n=+«
n— n— oC

oC
donc lim u,-vp=0
n— oC
(u n) est croissante et (v ) est décroissante et nlimOC Un - vn = O donc les 2 suites (u, ) et
-

(vn ) sont adjacentes
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Corrigé 4:

démontrons que (un ) est croissante :

n+1 n
pour tout nde N*, unet -up = D, %-Z iil:(njl)l >Ocar1>0et(n+1)>0
= e U -

donc (un ) est croissante.
démontrons que (vn ) est décroissante :

pour tout nde N*, vpe1 - Vn = Upet + (D) * (nel) | Un =4 *ln I
= Unsl - Un+ L -
(n+1) * (n+1)! n*n!
= 1 + 1 - 1
(n+1 (n+1)* (n+1)! n*n!
_n(n+1)+n-(n+1)2__ 1 <0
n(n + 1)* (n+1)! n(n + 1)* (n+1)

donc (vn ) est décroissante.

démontrons que lim up-vy=0
n — oC

.Or lim

Up - Vp =
"M ol n->x< n_ nl

=0car lim n.nl=+ o donc lim uy-vy=0
n— oC n— oC

(uy ) est croissante et (vy ) est décroissante et rlIi)mOc Un - Vn = 0 donc les 2 suites (un ) et

(vn ) sont adjacentes
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